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Resumo

Dois estudos em Teoria Quantica de Campos sao realizados. O primeiro contempla as
teorias de Ordem Superior, que sao ferramentas eficientes e bem conhecidas no trato com as
divergéncias que usualmente infestam no ultravioleta modelos eletromagnéticos e gravitacio-
nais. Neste espirito é construida um prescricao bastante simples para o computo da energia
potencial interparticulas em D dimensoes, tanto para modelos eletromagnéticos quanto gra-
vitacionais. Este método converte a dificil tarefa de calcular este potencial em um exercicio
algébrico trivial. A energia potencial D-dimensional é entao calculada para uma bem conhecida
estensao do modelo padrao na qual a eletrodinamica sem massa U(1)athrmoep €sta acoplada
ao setor escondido U(1)mathrmn, para o modelo de Lee-Wick e para a interagdo de duas massas
estaticas no contexto da gravitacao de ordem superior. Analisa-se também o espalhamento de
um féton por um campo gravitacional de ordem superior e determina-se um limite superior
para a constante relacionada ao setor R, da teoria. Este limite melhora aquele disponivel na
literatura em treze ordens de grandeza. O outro estudo foca a descrigao do efeito Casimir por
potenciais eletromagnéticos.

Palavras-chave: Potencias eletromagnéticos e gravitacionais em D dimensoes; propagacao
dispersiva de fotons no contexto da gravitacao de ordem superior; efeito Casimir.

Areas de conhecimento:Teoria Quantica de Campos; Gravitagao; Teorias de Ordem

Superior.



Abstract

Two studies in the framework of quantum field theory are carried out. The first is devoted
to higher derivative theories, which are efficient and well-known tools for dealing with the
ultraviolet divergences that usually plague both electromagnetic and gravitational models. In
this vein, a very simple prescription for computing the D-dimensional interparticle potential
energy for both electromagnetic and gravitational models, is built out. This method converts
the hard task of calculating this potential in a trivial algebraic exercise. The D-dimensional
potential energy is then computed for a well-known extension of the standard model in which
the massless electrodynamics U(1)qep is couples to the hidden sector S(1)y, for the Lee-Wick
model, and for the interaction of two static masses into the context of higher-derivative gravity.
We also analyze the scattering of a photon by higher-derivative gravity field and compute an
upper bound on the constant related to the sector RZV the theory. This limit improves that
available in the literature by thirteen orders of magnitude. The remaining study focus on the

description of Casimir effect by electromagnetic potentials.



Capitulo 1

Introducao

A construcao de eletrodinamicas regularizadas via a introducao de derivadas de ordem mais
alta, foi considerada por Bopp [1], Landé [2, 3, 4] e Podolsky [5, 6, 7, 8], hd muito tempo atrés.
Hodiernamente este método é empregado na regularizagao de teorias tanto de gauge [9] como
supersimétricas [10]; derivadas de ordem superior sdo também um ingrediente comum em teoria
de cordas [11].

E interessante lembrar que para evitar divergéncias inerentes a QED em pequenas distancias
ou, equivalentemente, em altas energias, introduz-se, por exemplo, um cutoff que torna a massa
e a carga do elétron finitas. De fato, considere neste espirito o esquema de regularizagao de
Pauli-Villars utilizado com o intuito de se obter a auto-energia do elétron. Esta prescricao
consiste em se utilizar um cutoff nas integrais supondo a existéncia de uma particula de massa

pesada m. O propagador se modifica como abaixo

2
_M N nMV m nMV + nl“’ (11)

2 k2 k‘2—m2— L2 k2 —m2’

Por outro lado, a massa da particula esta relacionada ao cutoff [ — o qual doma os infinitos
da teoria —, através da relacao [ = % A medida que o cutoff vai a zero, a massa da particula
auxiliar tende para infinito de modo que o férmion nao fisico se desacopla do sistema. O resul-

tado acima mostra claramente que uma teoria eletromagnética que tivesse um propagador igual



aquele dado por (1) teria necessariamente um comportamento melhor em pequenas distancias
que a QED usual. Por outro lado, é facil mostrar que apds adicionar a Lagrangiana fixadora de
gauge, Lqf = —%(@A")Z, onde A é um parametro de gauge, a Lagrangiana que define a teoria

de Lee-Wick [12, 13], ou seja,

L=—-F% — WFWDFW, (1.2)

o resultante propagador,

coincide com (1) se este ultimo for contraido com correntes conservadas. Consequentemente,
o termo de ordem mais alta da Lagrangiana de Lee-Wick modifica a Lagrangiana de Maxwell
somente em pequenas distancias, melhorando assim seu comportamento ultravioleta.
Infelizmente, existe um preconceito disseminado contra teorias de ordem mais alta. Real-
mente, muitos fisicos tém uma forte, porém injusta, prevencao em relacao a esses modelos. Em

geral, dois argumentos sao invocados para desfazer-se dos mesmos:

A. Sistemas de ordem mais alta sao sempre infestados por fantasmas.

B. O teorema no-go de Ostrogradski.

Procuraremos em sequéncia clarificar estas questoes.

Desmistifacando a ideia errada que todos os modelos de ordem mais alta sao
assombrados por fantasmas

Ao contrario da crenca popular, nem todos os sistemas com derivadas de ordem mais alta
sao infectados por fantasmas. Os exemplos que se seguem mostram que a ideia de que modelos

de ordem mais alta sao sempre assombrados por fantasmas é falaciosa. Restringiremos nossa



discussao a modelos gravitacionais e eletromagnéticos com derivadas de ordem superior a fim
de evitarmos sermos prolixos

Modelos gravitacionais com derivadas de ordem mais alta

Em (2+1) dimensoes, o modelo BHT (“nova gravitacdo massiva”), que é definido pela
Lagrangiana

L=

I

2R 2 3
o/ = R2 ——R2
K2 +/€2m§< w8 >

onde k? = 4k3, com k3 sendo a constante de Einstein em (2 +1) dimensoes, e my(> 0) é

um parametro de massa, nao possui ghosts ao nivel de drvore [14, 15, 16, 17]. E bastante
interessante que a teoria de gravitagio R + R? em (N + 1) dimensoes, ou seja, o modelo
definido pela Lagrangiana £ = /(—1)N2¢g [% + %Rﬂ, onde k? = 4ky,1, com Ky41 sendo a
constante de Einstein em (N + 1) dimensoes, e a é um parametro livre, ¢ também unitaria ao
nivel de arvore [18].

E digno de nota que existem modelos contendo ghosts que sao inofensivos. Um interessante
exemplo ocorre nos modelos estudados por Sotiriou e Faraoni: as assim chamdas teorias f(R)
de gravitagdo em (3 + 1) dimensdes. Esses autores analisaram esses sistemas ao nivel cldssico
e chegaram a conclusao que “teorias da forma f(R, R?, wa), contém, em geral, um campo
fantasma massivo de spin 2 além do graviton sem massa usual e do escalar massivo ” [19]. No
entanto, ao nivel linear, essas teorias sao estaveis [20]. A razado porque elas nao explodem é
devido ao fato que o fantasma nao pode acelerar em virtude da conservagao de energia. Outra
maneira de se ver isto é através da analise das solugoes de onda livres. Consequentemente, o
modelo de gravitacao com derivadas de ordem superior linear definido através da linearisacao

da Lagrangiana

2 Q@ o]
L= V=g| SR+ SR+ CR), 1.3
1 g K2 + 92 + 9w ( )
onde k% = 4k4, com k4 sendo a constante de Einstein em (3+1) dimensdes, e o e 3 sao

coeficientes livres adimensionais, nao estd em desacordo com o resultado encontrado por Sotiriou



and Faraoni; de fato, apesar de conter um fantasma massivo de spin 2, como revindicado por
esses pesquisadores, o aludido fantasma nao pode causar problemas [21].

Recentemente foi mostrado que pelo menos em casos de backgounds cosmoldgicos especificos,
o fantasma massivo nao fisico presente no espectro da gravitacao com derivadas de ordem
superior em (3 + 1) dimensées nao cresce como uma excitacao fisica e permanece no estado
de vacuo até a fréquencia inicial da perturbagao se encontrar préxima da escala de Planck.
Portanto, modelos de gravitagao quantica com derivadas de ordem alta podem ser vistos como
teorias de gravitacao quantica efetivas bastante satisfatérias abaixo do cutoff de Planck [22].

Sistemas eletromagnéticos de ordem mais alta

Iniciamos nossa analise provando que a eletrodinamica de Lee-Wick, apesar de estar infes-
tada por um fantasma, é unitaria ao nivel de arvore em escalas familiares. Para cumprirmos
esta tarefa a contento, utilizaremos um método concebido por Veltman [23] e que tem sido
intensivamente usado desde sua concepcao. A prescricao consiste em saturar o propagador com
correntes externas e computar em seguida os residuos em todos os polos do aludido propagador
saturado (SP). Se os residuos nos polos forem positivos ou nulos, o modelo ¢é unitario ao nivel
de arvore, porém se pelo menos um dos residuos for negativo, o sistema é nao unitario.

O propagador saturado no espago dos momentos é por sua vez dado por

SP(k) = Ju(k)D" (k)J, (k)
_JHR) k) T (R)Tu(R)
k2 k2 _ m2 ’

Aqui a corrente externa é conservada.

Vamos entao supor que k* < m?. Consequentemente,
1 k2
SP(k) = J,J" [ - k—] + (9(—).

Agora, tendo em mente que

(73)

0 (veja Retf.|[18
oy < (veja Ref.[18]),



chegamos a conclusao que

Res(SP)|y2—y > 0.

Portanto, na escala em apreco, o modelo de Lee-Wick é unitario ao nivel de arvore e, como
consequeéncia, o fantasma massivo de spin 1 é completamente inofensivo.

Discutimos em sequéncia a unitariedade ao nivel de arvore do modelo com derivadas de
ordem mais alta de spin 1 em D dimensoes construido por Dalmazi e Santos [24]. O mencionado

sistema ¢ do tipo Maxwell-Proca e ¢ definido pela Lagrangiana

_ 1 2 m2 v 2 pnv
L= —SF2[0H) + 7(8 HW) + Hoy T, (1.5)

onde H,, é um tensor simétrico de ordem 2, F},,[0H] = 0, ((?QHW) -0, <8°‘HW>, e JH = JvH
¢ o termo de corrente externa, corrente esta que nao é conservada. Note que se J* = 0,
L ¢é invariante sob qualquer transformacao local que preserve 0“H,s; como resultado, £ ¢é
invariante sob a tranformacao de gauge 0pH,, = 0°0°B,s,, tendo os parametros de gauge
B,.spv as mesmas simetrias de indices que o tensor de Riemann [25].

Fazendo o termo de fonte igual a zero e adicionando o termo fixador de gauge %Giu a

resultante Lagrangiana, onde
G (H) =0H,, — 200, H o + 1,,0°0° Hyp,

obtemos

1
L= 51L1W()W7aﬂfjlaﬁ, (1.6)

onde



2
O(k) = Ak4P@)%—%?(—k2+—nﬂ)F“U—%Ak4Pm@

+k2(D — 1)AE? + m?) PO~

+VD — INEH (PO 4 plO=ws)),

sendo {P®), p() pl0=s) plO-w) pO=sw) p-ws)l o conjunto dos operadores de Barnes-Rivers
D-dimensionais [26].

Segue-se que o propagador no espaco dos momentos assume a forma

1 5 1
O (k) = ——p@ 2 pM - pO-w)
S pve RE—m?) | Pm
1 D-1 VD1
- P(O*S) _ P(Ofsw)
+<M¢+k%ﬂ> Wm2<

Por outro lado, ja que a corrente externa nao ¢ conservada, nem k,J*” nem &, J*” sao nulos.
Porém, uma vez que a simetria de gauge ¢ tal que 050" H,, = 0, a invariancia do termo de
fonte 05 f deHWJ“” = 0 exige que J,, = 0,J, + 0,J,,, que no espago dos momentos assume
a forma J,, (k) = i(k,J, + k,J,). Segue-se entao que o propagador saturado pode ser escrito

CcOomo

SP(k) = Ji, (D7 )" T

[ —epm pl-w ]
= iy, 12 (k2 — m2) + m2k2 S
e, T,
— m(—k;ﬂﬁ+-”m2 ). (1.8)

A dltima linha de (8) corresponde exatamente a amplitude de dois pontos do modelo de

10



Maxwell-Proca com correntes externas nao conservadas. Note que o polo em k? = 0 se cancela

e a parte imagindria do residuo em k? = m?

é evidentemente positiva [27], o que garante a
unitariedade ao nivel de arvore desta teoria de Maxwell-Proca com derivadas de ordem mais
alta.

Chamamos atencao para o fato que devido a corrente externa no espago dos monentos

relacionada ao exemplo acima envolver explicitamente a presenca da unidade imaginaria 7, a

prescricao de Veltman usada no primeiro exemplo tem de ser reformulada como se segue:

1. Adicione um 7 ao propagador.

2. Construa o propagador saturado de acordo com a seguinte receita:

SP = (corrente externa)”(propagador) (corrente externa).

3. Compute os residuos em todos os polos da parte imaginaria de S P; se esses residuos forem
positivos ou nulos, o modelo é unitario ao nivel de arvore, mas se pelo menos um deles

for negativo, o sistema é nao unitario.

Desmistificando o teorema no-go de Ostrogradski

Vamos entao discutir a ideia equivocada e bastante comum que modelos com derivadas de
ordem mais alta singulares podem ser rejeitados apelando-se para o teorema no-go de Ostro-
gradski. A bem da generalidade considere um sistema com derivadas de ordem mais alta em D
dimensoes. De acordo com a crenga popular, o teorema de Ostrogradski implica na existéncia
de uma instabilidade linear no Hamiltoniano associado com todos os sistemas providos de de-
rivadas superiores. Esta assercao é completamente falsa. De fato, Ostrogradski somente tratou
de modelos nao singulares [28]. Portanto, a inica maneira de burlar o teorema no-go de Ostro-
gradski é considerar modelos singulares, o que concorda com a conclusao a que chegou Woodard
[29]. Um exemplo interessante a esse respeito é a particula relativistica rigida estudada por
Plyushchay [30].

Como ¢é bem conhecido, todos os modelos de gauge com derivadas superiores sao singulares;

segue-se que eles nao podem ser descartados a prior: pelo teorema de Ostrogradski ja que ele

11



nao se aplica aos mesmos. Isto nao significa, evidentemente, que eles sejam sempre sistemas
desprovidos de fantasmas. Exibimos anteriormente alguns interessantes modelos de gauge com
derivadas de ordem mais alta que sao unitarios ao nivel de arvore e obviamente nao violam o

teorema de Ostrogradski.

Baseados na precedente analise podemos concluir que a presenca de derivadas de ordem
mais alta é bastante importante em muitos modelos fisicos. Além disso, existem sistemas com
derivadas de ordem superior desprovidos de fantasmas; e mais, ha modelos com fantasmas
onde estes sao inofensivos, bem como modelos de ordem superior que podem em geral serem
considerados como sistemas efetivos bastante satisfatorios abaixo do cutoff the Planck.

Assim sendo vamos nos dedicar neste trabalho a pesquisa de algumas propriedades inte-
ressantes tanto dos sistemas eletromagnéticos como gravitacionais com derivadas de ordem
superior ou em sua auséncia. Alguns dos resultados obtidos podem ser aplicados tanto em si-
tuagoes onde haja a presenga destas derivadas como naquelas em que estas derivadas de ordem
mais alta nao comparecam.

No Capitulo 1 construimos uma prescricao simples para o computo da energia potencial
interparticulas relacionada com modelos eletromagnéticos em D dimensoes, baseada no fun-
cional gerador [31]. Esta prescrigdo converte a ardua tarefa de calcular este potencial em
um exercicio algébrico trivial. J& que este método é equivalente aquele baseado na fusao da
mecanica quantica (em ordem principal, ou seja, na primeira aproximacao de Born) com o
limite nao relativistico da teoria quantica de campos, e tendo em mente que o ultimo se apoia
basicamente no computo da amplitude nao relativistica de Feynman (Mxyg), uma expressao
trivial para o cédlculo de Mygr é obtida da prescrigao aludida como um bonus adicional. Para
testar a eficacia e simplicidade do método, a energia potencial interparticulas em D dimensoes
é encontrada para uma bem conhecida extensao do modelo padrao na qual a eletrodinamica
sem massa U(1)qrp estd acoplada ao setor escondido U(1)y, bem como para a eletrodinamica
de Lee-Wick.

Uma prescricao bastante simples para o computo da energia potencial D-dimensional de mo-

delos gravitacionais, a qual se baseia fortemente no funcional gerador, é construida no Capitulo
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2 [32]. Usando este método, a energia potencial estdtica em D dimensdes relativa a interagao
de duas massas é encontrada no contexto de modelos de gravitacao com derivadas de ordem
mais alta, e seu comportamento é analisado posteriormente tanto em pequenas quanto grande
distancias. Como conseqéncia, dois novos sistemas gravitacionais em que a energia potencial
¢ finita na origem, em D = 5 e D = 6 respectivamente, sao encontrados. Tendo em conta
que a prescricao em tela é equivalente aquela baseada no casamento entre a mecanica quantica
(em ordem principal, ou seja, na primeira aproximagao de Born) e o limite néo relativistico da
teoria quantica de campos, e levando em conta que o ultimo se apoia basicamente no calculo
da amplitude nao relativistica de Feynman (Mygr), uma expressao trivial para Myr ¢é obtida
de nossa prescricdo como uma vantagem extra.

O espalhamento de um féton por um campo gravitacional fraco que é solucao das equacoes
da gravitacao com derivadas superiores linearisada tendo como fonte uma particula pontual
massiva localizada na origem do sistema de coordenadas, é analisado no Capitulo 3 [33]. Mostra-
se que o setor wa da teoria produz propagacao fotonica dispersiva. Subsequentemente, o
angulo |A|(= |bvioleta — Overmelno|) 10 qual o espectro visivel seria espalhado no caso de um féton
passando pelo sol é plotado como uma fungao da constante || relacionada ao setor R/QW. Um
limite superior para | /3| é entao encontrado. E notavel que este limite melhore aquele atualmente
disponivel na literatura em treze ordens de grandeza.

A questao de cargas elétricas em interacao com superficies parcialmente refletoras é en-
focada no Capitulo 4 via métodos tedricos de campos [34]. Propomos uma Lagrangiana de
Maxwell aumentada, a qual descreve o campo eletromagnético na presenca de uma superficie
semitransparente, e seu correspondente propagador fotonico é obtido exatamente. O propaga-
dor corrigido reduz-se aquele que descreve um condutor perfeito no limite apropriado e leva
a interagao entre cargas e superficies com variados graus de tranparéncia, caracterizada por
um parametro fenomenoldgico. A interacao encontrada através do método das imagens é re-
cobrada no caso limite de um espelho perfeito, o que atesta a validade do método. Utilizando
o modelo formulado acima para superficies dielétricas semitransparentes acopladas ao campo

eletromagnético por meio de um potencial efetivo, consideramos uma estrutura formada por
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dois espelhos diferentes, e computamos exatamente a correcao sofrida pelo propagador do féton
devida a presenga de ambos os pratos [35]. Este novo propagador é continuo em todo o espaco
e, no limite apropriado, coincide com aquele usado para para descrever o efeito Casimir entre
condutores perfeitos. A funcao de Green corrigida é entao usada para calcular a energia de Ca-
simir entre superficies dieléticas uniaxiais descritas pelo modelo, e faz-se uma analise nimerica
com o intuito de enfatizar o comportamento peculiar da interagao entre os espelhos.

Finalizamos apresentando no Epilogo uma discussao sobre os resultados obtidos e apresen-
tamos possiveis aplicagoes dos mesmos.

Ao longo de todo o trabalho utilizamos unidades naturais. A métrica, por sua vez, tem

assinatura (+, —, —, ..., —).
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Capitulo 2

Uma prescricao simples para o calculo
da energia potencial interparticulas em
modelos eletromagnéticos

D-dimensionais

2.1 Introducao

De vez enquanto novos modelos eletromagnéticos aparecem na literatura. As razoes para estu-
dar estes sistemas sao muitas e de diferentes tipos: (i) controlar as divergéncias no ultravioleta
(UV) que estao geralmente presentes em modelos eletromagnéticos [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,
10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23], (ii) obter um sistema onde uma carga
pontual tenha uma auto-energia finita (a eletrodinamica de Born-Infeld se encaixa nesse caso
[24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37]), (iii) encontrar um sistema que além de ter
uma carga pontual com auto-energia finita, também apresente a propriedade de birrefringéncia
(a eletrodindmica logaritmica é um exemplo deste fato [38]), (iv) analisar modelos com quebra

da simetria de Lorentz [39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50], e assim por diante.
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No entanto, como é bem sabido, esses modelos eletromagnéticos devem reproduzir a energia
potencial de Coulomb no limite nao relativistico além de uma correcao para a energia acima
mencionada. Por conseguinte, é de importancia fundamental ter um método facil para encontrar
o aludido potencial, de modo que o seu comportamento em baixas energias possa ser analisado
pronta e eficientemente.

Ha, é claro, muitos métodos poderosos na literatura para a obtencao deste potencial no
limite nao relativisto. Infelizmente, todos esses métodos requerem célculos algébricos excessivos
e, como consequéncia, sao processos demorados.

O nosso principal objetivo aqui é conceber um método no qual as dificuldades acima men-
cionadas possam ser superadas ou, pelo menos, reduzidas a um minimo. Para conseguir isso,
vamos construir na Sec. II uma prescricao para obter a energia potencial interparticulas rela-
tiva a modelos eletromagnéticos D-dimensionais baseada no funcional gerador. O ingrediente
principal do método é o “propagador’no espaco dos momenta encontrado descartando todos
os termos do propagador de Feynman habitual no espago dos momenta que sejam ortogonais
as correntes externas conservadas, e depois fazendo k° = 0, onde k* é o momento da particula
trocada.

Na Secao III uma expressao simples para calcular a amplitude de Feynman nao relativistica
(Mngr) — o ponto chave do método para a obtengao do potencial D-dimensional baseado no
casamento entre a mecanica quantica e o limite nao relativistico da teoria quantica de campos
— ¢é encontrada como um subproduto da nossa prescri¢ao.

Para testar nosso método, vamos calcular nas Secoes IV e V, respectivamente, a energia
potencial interparticulas D-dimensional para: (i) uma extensdo bem conhecida do modelo
padrdo em que as electrodinamica ndo massiva U(1)qrp estd acoplada ao setor escondido U(1)y,
[51, 52, 53, 54, 55|, e (ii) a eletrodinamica Lee-Wick [1, 2].

Finalmente, na Secao VI apresentamos nossas conclusoes.

Utilizamos unidades naturais ao longo do capitulo, e nosso métrica de Minkowski é diag(1,

oo -1,
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2.2 Uma prescricao simples para o calculo da energia
potencial D-dimensional interparticulas em modelos
electromagnéticos

E bem sabido que o funcional gerador para os diagramas de Feynman conexos Wp(J) estd
relacionado ao funcional gerador de uma teoria eletromagnética livre Zp(J), por Zp(J) =

eWp(J) [56, 57], onde

Wo(2) = = [ [ @y @)Dyl ~ )7 (o) 2.1)

Aqui J,(x) e D, (z — y) sdo, respectivamente, a corrente externa conservada e o propagador.

Agora, tendo em conta que

Pk _ina—y)
DW(I - y) = (27T>De Duy(k),
LK) = / e 1 (z), (2.2)
obtemos prontamente
1 dPk P .
que pode ser escrito como
1 d° _, ., )
Wp(J) = —3 (27T)DJ (k) P (k)J" (), (2.4)

onde P, (k) é o “propagador”’no espago dos momenta obtido excluindo-se todos os termos do
propagador de Feynman habitual no espaco dos momenta que sejam ortogonais as correntes
externas conservadas.

Supondo que as correntes externas conservadas sejam independentes do tempo, obtemos de
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(2.4),

Wo) = = [ st [300) TPl [ [ a7 txa>tye o )] 25)

onde o intervalo de tempo T é gerado pelo factor [ dz°.

Manipulagoes algébricas simples, por outro lado, reduzem a Eq.(2.5) a forma

Wp(J) = T / éﬂ%m(kmwk), (2.6)
onde P, (k) = P (k) |ro=o, €
Alw(k) — //dD—lxdd—lyeik(y—x) JM<X)2JV(y) (27)

Agora, no caso especifico de duas cargas (1 e ()2 localizadas, respectivamente, em a; e ag, a

corrente assume a forma
) = 1| QuoP 7 (x — ) + Qo077 (x — ). (2.8)
Portanto,
A" (k) = Q1Qqee™ ™0™, (2.9)

onder =ag —ay, e

Wp(J) =T (2%%21 / AP ke TPy (k). (2.10)
Por outro lado,
Zp(J) =< 0|e”PT|0 >= e7FPT, (2.11)
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o que implica em

Wp(J)

Bp=——0

(2.12)

Como consequéncia, a energia potencial D-dimensional pode ser calculado através da simples

expressao

Q1Q2

Ep(r) = (2m)D1

/ dP ke™ TPy (k). (2.13)

Destacamos que esta expressao pode ser facilmente estendida para modelos escalares e
tensorias.
Chamamos a atengao para o fato de que Zee [57] utilizou a Eq. (2.1) para mostrar que a

forca eletromagnética entre cargas iguais ¢ repulsiva.

2.3 Encontrando Myr através de nossa prescricao

Obviamente, os calculos feitos através dos diagramas de Feynman devem coincidir no limite
nao-relativistico com aqueles vindos da mecanica quantica, onde a interacao entre as particulas
¢ descrita por uma energia potencial Fp. Nosso objetivo aqui é comparar as se¢oes de choque
para a interacao de duas particulas obtidas, respectivamente, utilizando primeiro a mecanica
quantica e depois o limite nao-relativistico da teoria quantica de campos, a fim de encontrar
uma expressao para calcular a energia potencial Ep experimentada por eles.

Comecgamos por recordar uma expressao muito conhecida da mecanica quantica, ou seja, a
férmula para a se¢ao de choque transversal para o espalhamento eldstico (em primeira ordem,

ou seja, na primeira aproximagao de Born) de uma particula de massa m pelo potencial Ep

do

=IO, (2.14)
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onde

F(0) = _% AP re= T B (r)etT. (2.15)

Aqui, 6 é o angulo de espalhamento, k o momento incidente, e k’ o momento na saida (|k| = |k’|,
visto que estamos considerando um processo elastico).

Vamos, entao, fazer uma comparacao deste resultado com o obtido através do formalismo
relativistico. Por uma questao de clareza, vamos considerar a dispersao de uma particula nao-
relativistica de momento k e massa m, com |k| < m, no exterior de um alvo pesado A, com
massa My > m. Podemos imaginar, por exemplo, um elétron que esta sendo espalhado por
um atomo. Como |k| < m < My, orecuo do atomo pode ser desconsiderado. Nesta discussao
consideraremos somente a dispersao elastica. Vamos supor também que a particula incidente e
a particula A interagem através da troca de um bdson com ou sem massa.

Agora supondo que M, é muito maior do que a energia do elétron, a seccao de choque

elastica é dada por

do 1

2
_ 2.1
dQ ~ 64m2M2 M (2.16)

onde M é a amplitude de Feynman para o processo em questao. Denotando, por sua vez, a

amplitude Feynman no limite ndo-relativistico por Mg, obtemos [58]
M = (2m)(2Ma) Mg, (2.17)

0 que nos permite reescrever (2.16) sob a forma

do (m

2 2
- () et s
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De (2.14) e (2.18), obtemos
Mg = / dP 'rEpe'ar, (2.19)

onde q = k/ — k é o momento trocado. Note que a fase de (2.19) foi escolhida de tal maneira
que uma forga repulsiva (potencial positivo) corresponde a uma Myg positiva.

Dessa forma,
1 iqr jD—1
ED = W MNRe d q. (220)

Vale a pena notar que, no caso de dois férmions idénticos o elemento de matriz Mygr que aparece
em (2.20) é apenas a parte do elemento da matriz covariant que corresponde ao espalhamento
direto, pois o uso de funcoes de onda anti-simétricas em mecanica ondulatoria nao-relativistica
automaticamente leva em conta as contribui¢ées devido ao espalhamento trocado [59].

Agora, uma vez que na ordem principal os métodos desenvolvidos nas seccoes II e III sao

equivalentes, chegamos a conclusao que

MNR = QlQQPOO' (221)

Portanto, a nossa prescricao produz um bonus adicional: uma expressao trivial para o
calculo de Myg.

Ressaltamos que a férmula (2.20) foi usada para justificar a lei de Coulomb a partir da
QED nos primérdios desta teoria. No livro seminal de Sakurai [59], por exemplo, o potencial
de Coulomb é encontrado a partir de (2.20). Ele também é obtido utilizando-se a mesma férmula
no excelente e atual livro de Maggiore [58]. Gupta e Radford [60], por outro lado, derivaram
o potencial de Coulomb a partir do operador de espalhamento, usando as técnicas da teoria
de campos padrao. E importante lembrar que, antes do trabalho de Moller’s, G. Breit ja
tinha calculado todos os termos de corregao ao potencial de Coulomb utilizando essencialmente

argumentos cldssicos e aplicabdo-os ao dtomo de He. Em [61, 62, 63], podemos encontrar
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resultados interessantes deduzidos pelo autor mencionado no inicio da era da Eletrodinamica

Quantica.

2.4 Potencial D-dimensional para uma extensao do mo-
delo padrao na qual a eletrodinamica nao massiva
U(1)qep € acoplada a um setor escondido U(1)y

A maioria das extensoes do modelo padrao, em especial as baseadas em teoria de cordas, muitas
vezes envolvem um setor escondido — um conjunto de graus de liberdade muito fracamente
acoplados as particulas do modelo padrao. Por outro lado, um modelo interessante para o
estudo dos fétons massivos de um setor escondido é baseado na suposicao de que a dinamica
em baixa energia contém, em adi¢do ao setor eletromagnético familiar U(1)qgrp, um outro
setor escondido U(1), no qual todas as particulas do modelo padrao tem carga zero. Estes dois
grupos de calibre U(1) podem ser descritos em baixas energias pela Lagrangiana renormalizavel

51, 52, 53, 54, 55]

1 1 1 1
—1Fi = 3Bl = X F" B, + 5m*B"B,

+Jl5)Au + Jl By, (2.22)

L:

onde F),, é o tensor intensidade de campo para o campo de calibre A, do eletromagnetismo
usual U(1)qep, B, é a intensidade do campo para o campo B, no sector escondido U(1)
e J&) e J(“B) sao as respectivas correntes. Os dois primeiros termos sao os termos cinéticos
padroes para os campos dos fétons e dos fotons do setor escondido, ou parafétons, nesta ordem;
enquanto o terceiro termo, chamado de mistura cinética, corresponde a um termo cinético
nao diagonal. Por uma questao de positividade da energia, o y-parameter deve ser tal que
|x| < 1. Vale a pena notar que a mistura cinética surge tanto em configuragoes de teoria de
campos [64, 65], como em teoria de cordas [66, 67, 68, 69], e valores tipicos previstos para

esse parametro ficam na faixa entre 1071¢ e 107*. O quarto termo na Lagrangiana acima
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é responsavel por uma possivel massa dos parafétons. O objetivo de analisar esse modelo
aqui é investigar o impacto do paraphotons (U(1)y,) em observaveis fisicos. Para realizar essa
tarefa, calcularemos a energia potencial interparticulas D-dimensional entre as cargas, usando
a prescricao previamente descrita.

Para comegar, vamos escrever os primeiros quatro termos da Lagrangiana (2.22) em termos

. .. . kyk Kk :
dos operadores de projecoes vetoriais usuais 0, = 7, — 2% € w,, = —=~*. No calibre de
1 I k 1 k

Lorentz (ﬁgf = _%(8;114”)2) os termos mencionados assumem a seguinte forma no espago dos
momenta

Ly + Lo+ L, (2.23)
onde

1
£1 - §AMK{UIAV

—— [ — K0 — k—QwW]A (2.24)
2" A . ’
1 »
Ly = $B.KY"B,
1
= §BM [(m® = E*)0" + m*w"] B,, (2.25)

Ly = AKMB,

= A,[—xk0"]B,. (2.26)

E entao, juntamos A, e B, em um dubleto

0, = , (2.27)

o que facilita muito o célculo dos propagadores. Como resultado (2.22) pode ser reescrita na
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forma

1~ s
L=30,K"0,+ ', (2.28)
onde
KM K
Kh — ,
Ky KE
(]
n
o [T
m
JI(B)

Apo6s longos calculos algébricos, somos capazes de encontrar o operador K ;l},

K-l a = (A,A) b, =(A.B,)
v

b = (A,B)) cu = (B,B))

onde

k2 — m? A
Gy = E*x? 4+ k2(m? — l{:Q)GW B ﬁww’

Da Sec. II, chegamos a conclusao que
1
Ep= o / / AP dPy (@) KMz — y)J" (y). (2.29)
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Consequentemente,

Ep=FEr+2E+ Eqpy,

onde

1 v
—T//dD:cdDyJ(“A)(:E)aW(x—Z/)J(A)(Z/)>
1
Eir = o7 //dedDyJ(“A) ()b (7 — y) I (5 (v),

Errr= —//le“dDyJ )CW( - )J(VB)(?J),

Por outro lado, é facil mostrar que as expressoes acima podem ser reescritas como

delk (@) »
EI = / (27T)D—1Pl“’ (k)A(a)(k)7

dD 1k ®) »
EH—/(QW)D P (K) Al (k),

delk © "
EIH:/W,P;W (k) Al k),

onde P (k), 73,8,13) (k), e P,Sf,) (k), sao os “propagadores” no espago dos momenta encontrados

negligenciando-se todos os termos dos propagadores de Feynman correspondentes

a,ul/(k>7 bw/(k)v C/W(k)?

nesta ordem, que sdo ortogonais as correstes conservadas, e fazendo £° = 0 em todos eles. Os

Ay, @ =a,b,c, por sua vez sdo definidos como

A‘“’ //dD IxdPly ‘]u ( )‘](VA)(y)
2 b
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//dD lxdPly k-(y— )J(ALA)(x)J(VB)(y)

A"“" //dD 1y gP- 1 J(B)( )J(VB)@)‘

Se as correntes sao escritas como

Jia (@) = " [0167 7 (x — ag) + 02677 (x — ag)],

J(MB)(?J) = [PléD_l(y —ay) 4 p2d” Ny — az)] 5

obtemos imediatamente

Ei(r) = U;?l /dD ke Pl (k)
_ 0102 D1 ik-r[ 1 X 1
= dP 1k -
(27T)D_1/ ¢ kQ—i_l—XQkQ—l—M2 ’

op2 +oapr 1 “1q,_ikr (b
E[[(T) = 5 (QW)D—l /dD etk P(()O)(k>

_ X O1p2 + 0201 /dD—lkez‘k.r 1
x?—1 2(2m)P-1 k2 + M?’

Eui(r) = (;:)[;2_1/dD_lkeik-rp((]g)(k)

P1pP2 1 D—11, ik 1
= d” ket ———.
1 — x2(2m)P-1 / © k2 + M?
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. 2 . . . N ~
Aqui M? = 1Tx2‘ Calculando as integrais anteriores, chegamos a conclusao de que para D > 3

010y 277 T(25?)

B —
D (27‘(‘) D2—1 TD_3
n 1 [0102X2 X(o1p2 + 02p1)
(2m) 7 L1 —x? X?—1
P1P2 M =*
+ XQ} (57) 7 Kep(arr), (2.30)

enquanto que para D = 3

1 2
by = _21% In - + — [0102X2 X<01p22 + 02p1)
2m ro 2mll—yx x2—1
P1p2
+o X2} Ko(Mr), (2.31)

onde I' é a funcao gamma, K, é a funcao de Bessel modificada de segunda ordem de ordem v,
e rp € um regulador do infravermelho.
Observamos que poderiamos ter reformulado os campos A, e B, através da diagonalizacao

da matriz, IC, no termo cinético de (2.20) [65],

por meio de uma transformagao ortogonal. Fazendo isso poderiamos redefinir a escala dos novos
campos vetoriais por um fator /1 & x e como resultado obterfamos uma base para os novos
campos com termos cinéticos canonicos. No entanto, isso produziria novos termos de mistura
de massa entre os campos vetoriais da nova base e propagadores nao diagonais apareceriam
de qualquer forma, misturando os campos reformulados. Essa é a razao pela qual optamos
por trabalhar com os campos A, e B, com um termo de mistura cinética tal como consta na
Lagrangiana (2.22). Na verdade, isto pode ser facilmente visto, se seguirmos os passos descritos

abaixo.
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Em primeiro lugar, nés reescrevemos (2.20) na forma

1~ 1~ ~
L = 5@#ICD0’“’@,, + §®uM2®“ +0,J",
onde
V2 0 0
0 m?

Agora, se R é a matriz de SO(2) que diagonaliza K, entao

RKR = K,
I+[x| 0
d — 5
0 1-—|x|
0<|x| <1

Por outro lado, considerando-se 0 < y < 1, obtemos prontamente

cosf sind
)
—sinf cos®

com 6 = 7, o que nos permite escrever a Lagrangiana na forma
£= LR 00, + TR AAF 1 A

com RO, = A,, M2 = RM?R, Jy = RJ.
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1
Para absorver a matriz K, definimos o campo A, como
1
2 —
KiA, =%,
de modo que

1¢ 1. )
£= 38,005, + 8008 + 5,5,

com

onde

0 0
p? = i

Nesse ponto, o parametro x foi movido para a nova matriz (simétrica) de massa pu?. Podemos
entao concluir com o entendimento de que seria possivel trabalhar com uma base de campos mais
fisica, ou seja, aquela dada por X, para a qual temos o termo cinético canonico e uma matriz de
massa diagonal. E importante notar que com esta parametrizacio dos campos, o parametro x
se move do termo cinético para o espectro de massa e para o acoplamento dos campos externos.
Para o propositos dos nossos calculos no intuito de obter o potencial interparticulas, ambas as
bases, ©, e ¥, sao perfeitamente equivalentes. Os propagadores, em ambas as bases, exibem

m2

exatamente os mesmos polos: 0 e T2 que sao as massas fisicas no espectro.

Vamos, entao, retornar ao assunto que estavamos discutindo antes desta digressao. Tendo

-

NG (1 + (’)(%)) for r — o0, vemos claramente que (2.30) e (2.31)

em mente que K, (r) ~ /5
reproduzem asimtoticamente a energia potencial de Coulomb.

Uma vez que o modelo que estamos analisando foi originalmente construido em um espaco-

32



tempo de quatro dimensoes, exibimos abaixo a expressao para a energia potencial de D = 4

p_ 00l i|:0'10'2X2 x(o1p2 + 02p1)
! A o Arll— 32 2 -1
—Mr
P1P2 }6
2.32
+1_X2 " (2.32)

Suponha agora que nds consideremos o modelo (22), com J(’g) = J(*]g) = 0, no limite de um
campo B muito pesado, ou seja, m > m,, onde m, é a massa do féton. Se nos limitarmos
a energias < m, podemos integrar sobre o campo B, para obtermos um modelo efetivo para
o campo A,. Isso pode ser feito através da formulacao por integral de caminho do funcional

gerador que corresponde ao modelo aludido. Alterando o campo B,, de acordo com a expressao

® 1 av
BM == BM — mnwﬁaF s (233)

e realizando depois a integracao Gaussiana sobre este campo, chegamos a seguinte Lagrangian

efetiva para A,

1 2
EeH:__FQ +X_

ghw T

gt (2.34)

Agora estamos prontos para calcular a energia potencial D-dimensional interparticulas
através da prescricao desenvolvida na Secao II.

No calibre de Lorentz o propagador no espa¢o dos momenta relativo ao modelo (2.34) é

1 X2 1 A
Dy (k) = [_ﬁ+x2—1k2—M2] w2t

2
onde M? = .
=X

Sendo assim,

1 2 1
k2  y2—-1kZ+4+ M?

Poo(k) = (2.35)
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Como resultado, a energia potencial D-dimensional interparticulas para a interacao de duas

cargas estaticas o, e o9 é dada para D > 3 por

D—-5
o109 272 I(E232
o) = 2% [P
(2m) = r
2 M D-3
_x2x—1<7> : K%(Mr)], (2.36)
enquanto para D = 3
g10 T 2
Ey(r) = - 22 [mr—o + XQX_ 1K0(Mr)] . (2.37)

Ambas equagoes (2.36) e (2.37) podem, obviamente, ser obtidas a partir de (2.30) e (2.31),
fazendo p; = py = 0 nas equagoes acima mencionadas. Por outro lado, se fizermos p; = py =0

em (2.32) a equagao resultante reproduz a encontrada em [70].

2.5 Fp para a eletrodinamica de Lee-Wick

Modelos D-dimensionais com derivadas de mais alta ordem tém sido objetos de intensa pesquisa
atualmente. A motivacao para o estudo destes sistemas reside no fato de que as derivadas de
mais alta ordem tém sido usadas freqiientemente como um mecanismo poderoso para domar
as selvagens divergéncias UV que sao comumente encontradas em modelos fisicos relevantes.
Por exemplo, no inicio dos anos 70 Lee e Wick (LW) afirmaram ter descoberto uma versao
finita da QED [1, 2]; no entanto, o modelo que eles apresentaram sofre de um grave problema:
a presenca de graus de liberdade associados a uma norma nao-positiva no espago de Hilbert.
Para remediar esta situacao dificil, esses autores adotaram modificacoes ad hoc para a conti-
nuagao analitica das amplitudes [2]. Em resumo, podemos dizer que o trabalho de LW consiste
essencialmente na introducao de campos de Pauli-Villars, com o sinal trocado no propagador,
como graus fisicos de liberdade que levam a amplitudes que sao mais bem comportadas no
UV e tornam finita a QED logaritmicamente divergente. Recentemente, as teorias LW tém

sido alvo grande interesse devido a introducao de teorias de calibre nao abelianas de LW por
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Grinstein, O’Connell, e Wise [71, 72]. O modelo deles, geralmente referido como o Modelo
Padrao de LW, é naturalmente livre de divergéncias quadratica, proporcionando assim uma
forma alternativa para a solucao do problema da hierarquia. Embora o modelo de LW seja
nao unitario, no ambito da teoria quantica de campos usual, isso nao implica que este deva
ser rejeitado. Na verdade, os sistemas com derivadas de ordem superior podem ser utilizados
como modelos efetivos em escalas familiares [73]. Vale a pena notar que, nesse sentido, mui-
tos estudos interessantes relacionados a eletrodinamica de LW tém sido realizados atualmente
3,4,5,6,7,8 9,10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23]. Sendo assim, devido ao
grande interesse que esta eletrodinamica tem despertado na literatura, vamos estudar o papel
desempenhado pelas derivadas de mais alta ordem neste modelo, através da analise de sua
energia potencial interparticulas D-dimensional.

A teoria de LW ¢ definida pela Lagrangian

1 2 1 v
E - _Z_LFMV - 4_7,nQFHV|:|FM 5

onde m (> 0) é um parametro com dimensao de massa. O propagador relacionado a esta teoria

no calibre de Lorentz pode por sua vez ser escrito no espaco dos momenta como

m? A
DMV = kQ(k;Q — m2)9/“’ — ﬁww. (238)
Consequentemente,
1 1
ky=————. 2.
Pook) k?  k?2+m? (2:39)

Como resultado, a energia potencial para a interacao de duas cargas pontuais @)1 e ()o

localizadas, respectivamente, em a; e ag, pode ser calculada através da expressao

1@ APk g d° 'k ey
ED(T>_(27T)D_1[ K K2+ m2* ]
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Segue-se entao que para D # 3

—5

Q1Q: [2D2F(¥)

F =
p(r) (2#)% rD-3
~(%) 7 Ko (mr)], (2.40)
enquanto que para D = 3
_ Q102 T
Byr) = =42 [m o Ko(mr)]. (2.41)

Ambas as equagoes (2.40) e (2.41) estao de acordo com [3].

T

Tendo em conta que K,(r) ~ %e\;F (1 + (9(%)) para r — o0, é facil ver que (2.40) e

(2.41) concordam assintoticamente com a energia potencial de Coulomb.

Analisamos a seguir o comportamento a pequenas distancias da energia potencial, conside-

rando as duas situagoes possiveis: D # 3 e D = 3.

D +#3

Aqui nés temos que levar em conta se v ¢ N ou v € N.

No primeiro caso, isto é, v ¢ N, para z — 0,

K,(z) ~ %[F(V)<§>V<1 + 4(1Z_ V) * 32(1Z— v)

Gt )+ F(—l/)(%)y<1 5D

5w +i)(y oy " =)}

o que implica em D = 2 ou 3 < D < 5. Portanto, se D é um ntimero par, existem apenas
dois modelos que sao finitos em r = 0: A eletrodinamica de LW em duas ou quatro dimensoes.

Estes sistemas sao renormalizavel e suas energias potenciais em r = 0 sao iguais a

Ey(r=0) = —%ﬂ?z,
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Por outro lado, se v € N,

K,(z)= (-1)"'In ( )( ) Zk'kw

GEG

T

k=0
(E)Vil/} (k+1)+yvk+v+1)
2 — El(k + v)!
(2)
X\ = 3
2
onde ¥(z) = d%ln ['(z) é a fungdo psi. Infelizmente, se D é um nimero impar, o sistema

correspondente é singular em r = 0.

D=3

Neste caso, a energia potencial ¢é finita em r = 0, e igual a

Q1Q>

Eg(T‘ = O) = o

In(mry).

Sumario

Em suma, podemos dizer que, para D = 2, D = 3, e D = 4 as derivadas de mais alta ordem
presentes no modelo sao capazes de domar as divergéncias da eletrodinamica de LW na origem;
infelizmente, para D > 4 estas derivadas de mais alta ordem sao incapazes de controlar as

divergéncias mencionadas.

2.6 Consideracoes finais

Desenvolvemos uma prescricao trivial para calcular a energia potencial para modelos eletro-

magnéticos D-dimensionais. A parte essencial do método consiste em encontrar o " propagador” P, (k),

37



que envolve um célculo bastante direto. A energia potencial pode entao ser facilmente calculada

por meio da expressao

ED(T) = —(26721_1)%21 /dD_leik'rk,Poo(k).

Essa prescricao também pode ser utilizada para encontrar Ep para a interacao de duas

cargas escalares estaticas oy e 0y, bem como para a interacao de duas massas estaticas M; e

M,;. No primeiro caso

010 -1 _ikr
Ep(r) = #/df’ LTk P (k),

enquanto no ultimo

M1M2 —1 ik
ED(T) = W}il)/dD 1€k ktpo()’oo(k),

onde kp é a constante de Einstein D-dimensional [74].

Também mostramos como generalizar o método em questao para o caso de um dupleto de
correntes. Em esséncia, tudo que temos que fazer neste caso é calcular PLQ (k),1=1,2,3,4.

Por outro lado, obtivemos uma expressao trivial para o calculo da amplitude de Feynman
no limite nao-relativistico (Mxgr), como um efeito colateral da nossa prescrigao. Se apelarmos
para métodos ortodoxos para efetuarmos estes cédlculos seremos frequentemente confrontados
com um trabalho demorado, especialmente em processos mediados por gravitons. Ilustramos a
eficacia e a simplicidade da prescrigao através de dois exemplos: a eletrodinamica de LW e a
gravidade com derivadas de ordem mais alta.

No primeiro caso, Myr para a interagao de dois elétrons (cada um com carga -e (e > 0) )

é dada por (Veja Eq. (2.39) >

No que concerne a gravidade com derivadas de ordem mais alta, cuja Lagrangian adequado
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para calcular o propagador é

2R« I6;
L= (_1)D719<§ + §R2 -+ §R/2W>,

onde k? = 47k p, pode ser mostrado que [74]

3-D1 D-2 1
Poo.o(k) = D1k Dol +ml
1 1

- (D-1)(D-2)K+mZ’

onde m3 = —%, mi =

4(D-2)
w2 [40(D-1)+ D3]
Dessa forma, para a interacao de duas massas M; e My, nds encontramos prontamente que

D-31 D-2 1
S V! [— ~
Mnr e R B ey g s

1 1
(D—-1)(D-2)k+m2l

Ressaltamos que é um trabalho muito dificil calcular, através de métodos tradicionais, a
amplitude de Feynman nao-relativistica relacionada a este exemplo especifico.

Resumindo, podemos dizer que, em comparacao com os métodos convencionais nossa pres-
cricao apresenta as seguintes vantagens:

(i) Os célculos sdo mais faceis de efetuar, no ambito de nosso método.

(ii) A nossa prescrigado proporciona, como um bonus adicional, a amplitude Feynman nao-
relativistica de uma forma direta.

(iii) O método pode ser utilizado para encontrar a energia potencial interparticulas para
modelos com um dupleto de correntes. Além disso, se um dos dois campos do sistema é
muito pesado, podemos encontrar o modelo efetivo relativo ao campo restante, simplesmente
reduzindo a zero as carga relacionadas a corrente do campo pesado. Em outras palavras, nao ha
necessidade de se fazer um shifting no campo pesado e depois realizar a integracao Gaussiana
sobre este campo, a fim de chegar ao modelo efetivo.

Para concluir, comentamos uma experiéncia recentemente proposta para pesquisar os bosons
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de calibre do setor escondido U(1) com uma pequena mistura cinética y com o féton ordinério
[75]. A aparato consiste em colocar um magnetometro sensivel dentro de uma blindagem super-
condutora, que é por sua vez colocado dentro de um campo magnético forte. Os autores do ex-
perimento proposto argumentaram que oscilagoes do tipo paraféton féton-foton permitiria que
o campo magnético vazasse para dentro do volume da blindagem, neste caso o magnetometro

poderia registar o campo. Para este proposito eles consederaram a Lagrangiana

1 1 1
L= —3Fh =B = F" B+ 5 BB,
Myon2
+— AR, (2.42)

onde M., é a massa de London, ou seja, a massa que o foton adquire no interior do super-
condutor. Uma vez que no vacuo Mro, = 0, (2.42) se reduz a (2.22) na auséncia de correntes.
Devido a relevancia especial desta experiéncia, é importante analisar a estabilidade do cenario
acima.

Seguindo os mesmos passos que levaram a (34), obtemos

1 kA(l B XZ) B k2(M€on + m2) + ‘Afgonrn’2 v
Eeﬁ - §AI~‘|: m2 — ka o
ME )\ — k?
+L°nfw“”} A, (2.43)
Portanto, o propagador associado a (2.43) é dado por
D, (k) = 1 1 [Mf—mQ_MQQ—TrFQ
b G- oG-y ez~ gl
A
—i—mww, (244)
onde
2 2 Am2 Mg (1-x?)
Lo e M) [L 1 -
2=

2(1-x?) ’
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4m2M2_ (1—x2
(m2 + Mgon) |:1 - \/1 - (mZi})‘;}éoné )

M; =

Consequentemente,

1 1 M —m?  ME—m?
(1—x2) (M7 —M}HLk2+M; k2+ M1

Poo(k) =

Sendo assim, a energia potencial para D = 4 fica

—Mor
Ey(r) = [ M2 -
T maoeeg—am T
efer
(M2 —m?) } . (2.45)
T
Agora, se fizermos p; = py = 0 em (2.32), obtemos
010571 Y2 e Mr
Ey(r) = 22| . 2.46
1(r) 47 Lr + 1—x2 r ( )

Segue-se que para Mo, = 0, (2.45) se reduz a (2.46).
Por ultimo, mas nao menos importante, chamamos a atengao para o fato interessante de

que dentro de uma caixa supercondutora o modelo em questao descreve precisamente uma fase

de blindagem (ver (2.45)).
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Capitulo 3

Uma prescricao simples para o calculo
da energia potencial D-dimensional em

sistemas gravitacionais

3.1 Introducao

De vez enquando novos e interessantes modelos gravitacionais sao propostos com o objetivo
de superar os obstaculos que muitas vezes sao inerentes na descri¢ao tedrica da interagao gra-
vitacional. Além disso, todos estes sistemas tém, inevitavelmente, que reproduzir a energia
gravitacional newtoniana no limite nao relativistico, mais uma correcao. Portanto, é de ex-
trema importancia que exista uma prescricao facil para encontrar este potencial de forma que
o seu comportamento em pequenas distancias possa ser analisado com rapidez e eficiéncia.

Sem duvida, muitos métodos poderosos para calcular o potencial aludido podem ser en-
contrados na literatura. Infelizmente, todos esses métodos além de exigir excessivos calculos
algébricos, sao também, como consequéncia, procedimentos demorados.

Nosso principal objetivo aqui é desenvolver um método com o qual os obstaculos acima men-
cionados possam ser superados ou, pelo menos, reduzido a um minimo. Para isso, construimos

na seccao 2 uma prescricao simples para calcular a energia potencial de modelos gravitacionais
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D-dimensionais, que se apoia fortemente na integral de caminho de Feynman [1, 2, 3]. O princi-
pal ponto do método é o propagador no espaco dos momenta que obtemos quando nos livramos
de todos os termos do propagador usual que sao ortogonais as correntes externas conservadas,
e fazemos k° = 0, onde k* é o momento da particula trocada.

A prescricao é testada na segao 3, onde encontramos a energia potencial para a gravidade
D-dimensional com derivadas de ordem superior. Tanto o comportamento assintético como
a pequenas distancias dos modelos sao analisadas. Curiosamente, dois novos sistemas com
derivadas de ordem superior, D = 5 e D = 6, respectivamente, em que a energia potencial é
finita na origem, sao encontrados.

Na secao 4, uma expressao trivial para o calculo da amplitude Feynman nao-relativistica
(MnR) - o ponto chave do método de obtencao da energia potencial D-dimensional com base
na fusao da mecanica quantica com o limite nao relativistico da teoria quantica de campos - é
obtida como um efeito colateral da nossa prescricao.

Nossas conclusoes sao apresentadas na secao 5. Detalhes técnicos de célculos sao relegados

aos apéndices. Usamos unidades naturais ao longo do texto e nossa métrica Minkowski é diag.
(1,-1,...,-1).
3.2 Uma prescricao simples para o calculo da energia

potencial em modelos gravitacionais D-Dimensionais

E bem sabido que o funcional gerador para os diagramas Feynman conexos W esta relacionado
ao funcional gerador Zp para uma teoria de campo genérico, por Zp = P [1, 2, 3]. Para as
teorias dos campos escalar, eletromagnético, e para a gravidade linearizada, por exemplo, Wp

¢é dado, respectivamente, por

Wp(J) = —%//de dPy J(z)D(x —1)J(y)

Wp(J) = —%//dDa: dPy J(@)" Dy (x —y)J" (y)
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Wo(2) = ~gho [ [ % dPy J@)" Dyl = 1)) (3.1)

onde J(x), J(x)*, J(x)* = T" (x), sendo T"(x) o tensor energia-momento da relatividade es-
pecial, representam as respectivas correntes externas conservadas, € D(z—y), D, (x—y), D, o5(x—

y) sao os propagadores correspondentes; enquanto

D1

- (ﬂ) o 2T 52)
()

2
é a constante de Einstein D-Dimensional para D > 3 (veja apéndice A), onde Gp é a constante
de Newton em D dimensoes, e I' é a funcao gama. Observe que kp reduz-se ao seu valor usual
em quatro dimensoes, isto é, k4 = 87G4. A constante de Einstein em D = 3, por sua vez, ao
contrario da crenca popular, nao pode ser relacionada a G, visto que a relatividade geral em
D =3 — que é trivial — nao tem limite newtoniano.

Agora, tendo em mente que para uma teoria gravitacional linearizada

D
Dasla —3) = [ e D, (k)
nv,af X ) (27T)D€ pr,af )

T.(k) = /dee_ikxTW(x),

obtemos prontamente

KD dD/iI v
2 J (2n)P

(B)* Puvap ()T (k) (3.4)

onde P, 5(k) é o propagador no espago dos momenta obtido negligenciando todos os termos do

49



propagador usual de Feynman no espago dos momenta que sao ortogonais as correntes externas
conservadas.
Por outro lado, admitindo que as correntes externas conservadas sao independentes do

tempo, obtemos de (4),

Wp(J) = —%D/@g%[a(kﬁ)TPW,aﬂ(k)//dD—lx
x dD*lyeik-@*x)TW(x)Taﬁ(yﬂ, (3.5)

onde o intervalo de tempo 7 é produzido pelo factor f dx®.

Porém, manipulagoes algébricas simples reduzem a Eq.(3.4) a forma

Wp(J) = —kpT / gm%mw(kmwﬁ(k), (3.6)

onde Puap(k) = Puvap(k)|ro=o, €

o) [ [ ap-tmar-tyeroo T .

Agora, no caso especifico de duas massas M; e M, localizadas, respectivamente, em a; e

Az, A corrente assume a forma

T () = n*on™" M15D’1(x —ay) + M25D’1(X —ay)|. (3.8)
Portanto,

A,ul/,aﬁ(k> — M1M2€z'k r,r],u(]nu(],r]aonﬁo (39)
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onder =as —ay, e

Wp(J) = —mm% / dP " ke™ T Pyg .00 (k). (3.10)
Por outro lado,
Zp(J) =< 0|e”P7|0 >= e7FPT, (3.11)
o que implica que,
Ep = _WolJ) (3.12)

T

Como consequéncia, a energia potencial D-dimensional pode ser calculada através da simples

expressao

M M,

(2m)P-1 /lek@ik'rpoo,oo(k)- (3.13)

Ep(r) =kp

Destacamos que esta expressao, pode ser facilmente estendida para modelos escalares e

vetoriais [4].

3.3 [FEp para modelos gravitacionais D—dimensionais com
derivadas de ordem superior

Modelos gravitacionais com derivadas de ordem superior em (3 + 1) dimensoes foram sugeridas
pela primeira vez por Weyl [5] e Eddington [6]. Grosso modo, eles ndao eram nada mais que
generalizagoes simples da relatividade geral, obtidos através da ampliagao da Lagrangiana de
Einstein via os escalares R?, wa, e Rimﬁ. Uma discussao interessante sobre esses sistemas

classicos pode ser encontrada no artigo de Havas [7]. Posteriormente foi demonstrado que,

devido ao teorema de Gauss-Bonnet, apenas dois dos termos acima mencionados tém de ser
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adicionados a Lagrangiana de Einstein.

No entanto, apenas quando foi provado que a gravidade nao era renormalizavel dentro do
esquema perturbativo padrao, a teoria da gravidade com derivadas de ordem superior - até
entao vista como um mera extensao da relatividade geral - tornou-se de fato uma excelente
candidata na longa e dificil busca por uma teoria da gravidade quantica. Nesse sentido, o
importante trabalho realizado por Stelle em 1977 [8] - em que foi claramente demonstrado
que a teoria da gravidade com derivadas de ordem superior ¢ renormalizavel junto com os
seus acoplamentos com a matéria - é digno de nota. Infelizmente, esta teoria é nao unitaria,
devido a presenca de um fantasma massivo de spin-2. Em 1987, por outro lado, Antoniadis
e Tomboulis [9] afirmaram que a presenca de um fantasma massivo de spin-2 no propagador
despido é inconclusiva, uma vez que esta excitagao é instavel. De acordo com eles, a posicao dos
polos complexos no propagador vestido depende explicitamente do calibre. Usando argumentos
padroes da teoria quantica de campos eles chegaram a conclusao de que as teorias gravidade com
derivadas de ordem superior sao unitarias. Dois anos apds o artigo Antoniadis e Tomboulis,
Johnston [10] provou que as conjeturas desses autores nio estavam corretas uma vez que o
par de polos conjugados complexos que aparecem no propagador sao independentes do calibre,
ou seja, eles sao sedentarios: sob uma alteracao no parametro de calibre eles nao se movem.
Portanto, as teorias gravidade com derivadas de ordem superior sao nao-unitarias.

Embora a gravidade com derivadas de ordem superior nao seja unitaria, no ambito da
habitual teoria quantica de campos, isso nao implica que ela deva ser rejeitada. De fato,
sistemas de gravidade com derivadas de ordem superior podem ser utilizados como modelos
efetivos em escalas familiares [11]. Ressaltamos que, neste sentido, muitos estudos interessan-
tes relacionados com a teoria da gravidade com derivadas de ordem superior tém sido feitos
recentemente [12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22|. Assim, devido ao grande interesse
que essa teoria tem despertado na literatura, estudamos o papel desempenhado pelas derivadas
de ordem superior neste modelo através da analise de sua energia potencial D—dimensional
interparticulas. Ao fazé-lo, estabelecemos claramente que a nossa prescricao para se obter o

potencial D—dimensional é muito simples e trivial. Além disso, o estudo aludido nos permitiu
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descobrir as dimensoes em que potenciais livres de singularidade na origem, produzido pelas
derivadas de mais alta ordem, existem.
A gravidade D—dimensional com derivadas de ordem superior pode ser definida de acordo

com a Lagrangiana

2
Lupc =/ (—1)P~1g 0R+ R2+BR2 R

) ,uu purAp | (314)

onde ¢ = £1, «a, 3,7 sdo constantes arbitrdrias, e k? = 4kp.

No entanto, o termo R? , nao necessita ser considerado para o célculo do propagador uma

HUAp

vez que o invariante linearizado de Gauss-Bonnet é uma derivada total em qualquer dimensao
do espaco-tempo; a restricao D = 4 aparece apenas quando levamos em conta a estrutura

nao-linear completa [19]. Assim, o propagador pode ser encontrado a partir da Lagrangiana

2
L=\/(—1)P-1g UR+ R2+§Riy. (3.15)

Vamos entao calcular o propagador para o modelo gravitacional da equagao (3.15) [20].
Para fazer isso, lembramos que para pequenas flutuacoes em torno da métrica Minkowski 7,

a métrica completo assume a forma

G = Npw + Khy .

Linearizando a equagao (3.15) de acordo com a métrica acima e adicionando ao resultado a
densidade de Lagrangeana que fixa o calibre, Ly = %(@7’“’){ onde v, = hyy — %nuyh e\é

um parametro de calibre, que corresponde ao calibre de de Donder, encontramos

1
£ = Shu O™ has,
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onde, no espago dos momenta,

Br2k2N k2 k2 k2 -
O — ( )k p@ L pa) L F po w>__‘/T_1[p(o sw)
7ty Tl T 5y
21.2
4 pO-ws } [ — (D —2)o + (D — 1)ar®k* + Dﬁzk
+(D-1)5; ]ka(O ) (3.16)

Invertendo este operador encontramos o propagador para para a gravidade D—dimensional

com derivadas de ordem superior, ou seja

1 1
D= —|=-———
0[1{;2 k% — m?

p0=s)

n 1 1 _ 1
o(D—2)k*?—md k2

ZD\ (D — 1)m? N
+|5 + po—w
2 T ok2(k2 —m2)(D — 2)
VD —1mj
P(O—sw) P(O—ws) 1
D = 2ok (i —m2) * ! (3.17)

onde {PW, P@ . PO-ws)1 ¢ conjunto usual dos operadores de Barnes-Rivers (veja apéndice

B), D=0""!

4o(D — 2)
2[da(D— 1)+ DA (3.18)

4o
Br2’

S
1

O N
I

Onde assumimos que m3 > 0 e m2 > 0, para evitar tdquions no modelo.

A partir da equagao (3.17), obtemos

1 1
[5 (nuunw\ + nu)\nzm) - mmunm]

77;w77m}- (319)

1 1 1
PMV,KA(k) - ;{ [_ E‘*’m

. 1 1 1
D-1)D-2) | K+m
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Consequentemente,

1({ D-31 D-2 1
Poogolk) = _<_D—2E+D—1k2+m3

g

1
(D—-1)(D—2)(k2 + mg)>'

(3.20)

Logo a energia potencial para a interacao de duas massas pontuais M; e M, localizadas,

respectivamente, em a; e ay, pode ser calculada através da expressao

ED(T) =

_ kpMi M, [(D—3)/dD_1k iker (D_Q)/ d” 'k kT

s2mP1|(D-2) k¢ T D-1)K+m]

1 dD—lk L
+ 6zkr
D-2)D-1)J) k+mi |’

onder = ay — a;.

Portanto, para D > 3

D-3
Ep(r) = kpMiMy | (D -3 F(?)2¥+ D—2)\(my) *
b 0(2@% D—-2) rb-3 D—-1 r

XK%(mQT) — ! <@> 2 KDQB(mOT)] )

enquanto que, para D = 3

/€3M1M2

Ao

Es(r) = [Ko(mﬂ) — Ko(mor)],

(3.21)

(3.22)

(3.23)

onde I' é a funcao gama, e K, é a funcao de Bessel modificada de segunda ordem de ordem v.

Lenvando em consideragao que K, (r) ~ g% (1—1—0 (%)) para r — oo, é facil de ver que

T
T

(3.22) corresponde assintoticamente a energia potencial newtoniana se e somente se o = +1.

Portanto, a partir de agora assumimos que ¢ = +1 para D > 3. Por outro lado, a equacao

(3.23) reproduz para r — oo a energia potencial tridimensional correspondente a gravidade

de Einstein.
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Estamos agora preparados para analisar o comportamento a pequenas distancias da energia
gravitacional interparticulas. Para realizar essa tarefa, temos de considerar duas situacoes

possiveis: D >3 e D = 3.

3.3.1 D>3

Neste caso, temos de considerar se v ¢ N ou v € N. Assumindo que v ¢ N e lembrando que

para r — 0,
RKulr) ~ %[F(”(%)V(l + 4(1T— i 32(1T— ”
"G i 5 ) + F(—;A(%)V(l + m
+32(V+Z)(1/—|— 2 =) (3:24)

chegamos a conclusao que se D é um numero par ha um e somente um modelo gravitacional
completo com derivadas de ordem superior (um sistema sem nenhuma relagao especial entre «
e ), que é finito em r = 0: a gravidade com derivadas de ordem superior em quatro dimensoes.
E surpreendente, no entanto, que, se D = 6 e a = —% , existe um modelo com derivadas

de ordem superior que é finito em r = 0 (ver Figura 1). A correspondente energia potencial

gravitacional na origem assume a forma

16
Eg(0) = —EGGMlMng (mg = 16m3). (3.25)
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Figura 3.1: Energia potencial gravitacional Fs em funcao da distancia.

Por outro lado, se v € N,

K,(r)= (=1)""'In < )( ) Zklkj—{—y

(=1 e\ ~=(k+ 1) + Yk +v+1)
(5) Zo K\(k +v)!

X (g)zk (3.26)

onde ¢(r) = 4£InI'(r) é a fungdo psi. Infelizmente, se D ¢ um nimero fmpar os sistemas
correspondentes com derivadas de ordem superior sao singulares em r = 0. No entanto, se

D=5ea= —% 5, o modelo resultante é nao singular na origem. Nesse caso,

9
E5(0) = —§G5M1M2m§ In3 (m3=9m3). (3.27)

Basicamente, os nossos resultados podem ser resumidos do seguinte forma: existe apenas

um modelo geral que ¢ finito a pequenas distancias para D > 3 — a gravidade geral com
derivadas de ordem superior em D = 4; no entanto, se D =5 e a = —% B, assim como se D = 6
e = g os modelos resultantes sao nao singulares em r = 0.
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332 D=3

Neste caso, os modelos gerais com ¢ 4+ 1 sao nao singulares na origem e as expressoes para as

energias potenciais correspondentes em r = 0 sao

. B HngMQ mo )
o=—-1, E3(0) = ypm In - (me < myp);
M, M.
o=+1, E3(0) = Fe 2, 10 (mo < ma).

47 Mo

3.4 Encontrando a amplitude de Feynman nao relativis-
tica Myr através da nossa prescricao

Obviamente, os calculos feitos através dos diagramas de Feynman devem coincidir no limite nao
relativistico com aqueles vindos da mecanica quantica, onde a interacao entre as particulas é
descrita por um potencial energético Ep. Nosso objetivo aqui é comparar as seccoes de choque
para a interacao de duas particulas, obtidas respectivamente, utilizando em primeiro lugar a
mecanica quantica e posteriormente o limite nao relativistico da teoria quantica de campos, a
fim de encontrar uma expressao para calcular a energia potencial Ep entre elas.

Comecgamos recordando uma expressao muito conhecida da mecanica quantica, ou seja, a
férmula da segao de choque para o espalhamento eldstico (em primeira ordem, ou seja, na

aproximagao de Born) para uma particula de massa m em uma potencial central Ep(r)

do

=1, (3:28)

onde

f(0) = m dPLre ¥ TR (r)ekT (3.29)

or
Aqui, 6 é o angulo de espalhamento, k o momento incidente, e k' o momento de saida (|k| = |k/|
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ja que estamos considerando um processo eldstico).

Vamos, entao, fazer uma comparacao deste resultado com o obtido através do formalismo
relativistico. Por uma questao de clareza, vamos considerar a dispersao de uma particula nao-
relativistica de momento k e massa m, com |k| < m, por um alvo pesado A, com massa
M4 > m. Podemos imaginar, por exemplo, um elétron que esta sendo espalhado por um
atomo. Como |k| < m < My, o recuo do atomo pode ser negligenciado. Nesta discussao
consideraremos somente espalhamento elastico. Vamos supor também que a particula incidente
e a particula A interagem através da troca de um bdson gravitacional com ou sem massa.

Supondo que M4 é muito maior do que a energia do elétron, a seccao de choque elastica é

dada por

do 1

_ 2
ag 64w2A4g|/V” ’ (3.30)

onde M ¢é a amplitude de Feynman para o processo em questao. Denotando, por sua vez, a

amplitude Feynman no limite nao relativistico por Mg, obtemos [23]
M = (2m)(2M4) Mxr, (3.31)
0 que nos permite escrever a equacao (3.30) na forma

do (m

2 2
= %) Mug/*. (3.32)

Das equagoes (3.28) e (3.32), encontramos
Mmz/&Hmmm, (3.33)

onde q = k/ — k é o momento trocado. Note que a fase de (3.33) foi escolhida de tal maneira

que uma forga repulsiva (potencial positivo) corresponde a Mygr positivo.
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Portanto,
1 iqr jD—1
ED = W MNR@ d q. (334)

Vale a pena notar que, no caso de dois férmions idénticos o elemento de matriz Mygr que aparece
em (3.34) é apenas a parte do elemento da matriz covariant que corresponde ao espalhamento
direto pois o uso de fungoes de onda anti-simétricas em mecanica ondulatéria nao-relativistica
automaticamente leva em conta as contribui¢oes devido a interacad de troca [24].

Agora, uma vez que em primeira ordem os métodos desenvolvidos nas Secoes (2) e (4) s@o

equivalentes, chegamos a conclusao de que
MNR = MIMQKDPOO,OO(k>‘ (335)

Portanto, a nossa prescrigao produz um bonus adicional: a expressao trivial para o calculo
de MNR-

Podemos ilustrar a eficicia e a simplicidade deste resultado através de um exemplo: a
interacao de duas massas M; e M, no contexto da gravidade D-dimensional com derivadas de

ordem mais alta. A partir de (3.20), temos

MNR = MlMgliDP00700(k). (336)
onde (veja equagao (3.18)),
4o 4do(D — 2)
2 g 2 pr—
ms = B’ my = 2lia(D —1) + DA (3.37)
Logo, temos que, se D > 3,
D-31 D-2 1
Mk = MlMZ“D<_ D2k D1k +ml
1
— 5 | (3.38)
(D —1)(D —2)(k%2+mjd)
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enquanto para D = 3,

1 1 1 1
= — M, Makz— - 3.39
Mur = 5 M, 2K30<k2+m§ k2+m3))’ (3:39)

com o = *1.
Ressaltamos que é um trabalho muito dificil calcular, através de métodos tradicionais, a

amplitude de Feynman nao-relativistica relacionada com este exemplo especifico [21].

3.5 Consideracoes Finais

Desenvolvemos uma prescri¢ao trivial para calcular a energia potencial gravitacional em mo-
delos gravitacionais D-dimensionais. A parte essencial do método consiste em encontrar o
propagador P, .s(k), que é um célculo bastante direto. A energia potencial gravitacional
pode entao ser facilmente encontrada por meio da expressao

M, M-
ED(T):I{D( 1772

2mp1 / dPke™ Pyo 0 (k). (3.40)

Essa prescricao pode também ser utilizada para encontrar Ep para a interaccao entre duas
cargas escalares estaticas, o1 e g9, bem como para a interaccao de duas cargas estaticas ()1 e

(2. No primeiro caso

g10 _ iker
ED(T) = #/dD 1k€k P(k),

enquanto no ultimo [4],

Ep(r) = % / dP ke Py (k).

Obtivemos também uma expressao trivial para o célculo da amplitude de Feynman no
limite nao relativistico (Myr), como um efeito colateral da nossa prescricao. Se apelarmos

para métodos ortodoxos ao realizarmos esses cédlculos, seremos geralmente confrontados com
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um trabalho extenso uma vez que esses processos sao mediados por gravitons.
Para concluir, vale comentar sobre um modelo gravitacional em trés dimensoes com deriva-

das de ordem superior, definido pela Lagrangiana

2R 2 3
L= - — —<R2 - —R2> ; 3.41
= HQW ), e 0 = —1. Este sistema, "batizado”de modelo BHT (ou nova
2

onde a = =23 (B
gravidade massiva), é o unico modelo conhecido até agora que é unitario em nivel de arvore
[15, 16]. Sendo assim, vale a pena analisar o comportamento de Fj3 para este modelo. A
origem do modelo BHT é, obviamente, a gravidade com derivadas de ordem mais alta em treés
dimensoes com ¢ = —1 e my < my, como mostrado na figura 2. Examinando esta figura
vemos claramente que enquanto mg torna-se cada vez maior, a energia potencial do sistema
rapidamente se aproxima da energia do modelo BHT e, eventualmente, as duas energias se
fundem. Sendo assim, para se chegar a energia potencial do modelo BHT a partir daquela
encontrada com o modelo geral em trés dimensoes, esta tultima deve, necessariamente, tornar-
se singular na origem, o que ocorre no limite my — o0. E notével que esta é precisamente a
condicao para evitar, ao nivel da arvore, o fantasma massivo de spin-0 que assombra o modelo
geral da gravidade em 3D com derivadas de ordem superior. Consequentemente, a presenca
da singularidade no potencial BHT estd, em certo sentido, relacionada a auséncia do fantasma
em nivel de arvore; em outras palavras, unitariedade no nivel de arvore e a existéncia de uma
singularidade no potencial estao de alguma forma correlacionados. Por outro lado, os modelos
gravitacionais em 3D com derivadas de ordem mais alta sao renormalizaveis para ambos os
valores de o, mas o sistema BHT é nao-renormalizavel [18]. No diagrama ilustrado na figura 3,
esta representado o comportamento dos modelos gravitacionais com derivadas de ordem superior
em 3D, no que concerne a sua unitariedade e renormalizabilidade. Um olhar superficial neste
diagrama parece sugerir que em 3D um sistema unitario esté correlacionado com um potencial
singular na origem, enquanto um modelo renormalizavel esta relacionado com um potencial

finito na origem. Isso, pelo menos a primeira vista, aparentemente explica porque nao podemos
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ter uma convivencia pacifica entre estas propriedades no ambito dos modelos gravitacionais

com derivadas de ordem superior em 3D [25].

E(r)

3D model with G=—1( m,< mo)

K3 m /
M l'{nf] /

/

[

I‘ BHT model (new massive gravity)
I

|

[

I

I

I

Figura 3.2: Energia potencial gravitacional para ambos os modelos em 3D com o0 = —1 e
mg < mg (linha continua), e para o modelo BHT (linha tracejada).

General 3D Model
(Renormalizable, nonunitary)

o=-1

Renormalizable,
nonunitary

nonunitary

{ Renormalizable,

{Nonrenormalizable,
unitary)

‘ BHT Model 1

Figura 3.3: Renormalizacao versus unitariedade para o modelo geral em 3D.
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3.A A Constante de Einstein D-dimensional

Comecamos escrevendo a equacao de Poisson D-dimensional, ou seja,

271'%
V%_l(I)D(X) = GDFTP, (342)
(%7)

onde p é a densidade de massa.

Por outro lado, a métrica de Schwarzschild em coordenadas isotrépicas é

2
1 + %CI)D<X)

ds? = | —2 "~
1— %(I)D(X)

2

dt* — [1 - 1<1>D(x)] o l(dml)Q + .+ (de—l)Ql : (3.43)

No limite newtoniano, ou seja, muito longe das distribui¢oes de massa, a métrica anterior

assume a forma

ds? = |14 20p(x)

D -3

dt* — [1— 2 @D(x)]

(dx')? + ...+ (de_1)2] : (3.44)

Substituindo (A.3) nas equagoes de Einstein, ou seja, G, = kpT),,, encontramos

D—2
GOO = Kpp = D—_3V2D_1(I)D(X) (345)
Portanto, chegamos a conclusao de que
D-2 _ 2nz
= G D > 3. 3.46
KD D—3 DF<D2_1)7 ( )
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Tabela 3.1: Tabela Multiplicativa para os operadores de Barnes-Rivers.

PR T p@O [ pl-=s) [ p-w) [ p0-sw) [ pl0-ws)
P® TP 0 0 0 0 0
PO T 0 [ PO 0 0 0 0
PO 1 0 | 0 | PO 0 | PO 0
PO 1 0 [ 0 0 pO—v) 0 [ PO
pO—=w 10 | 0 0 [PO ] 0 pLo=s)
po—ws g [ o | PO 0 [ PO 0

3.B Operadores de Barnes-Rivers D-dimensionais

O conjunto completo dos operadores de Barnes-Rivers no espago dos momenta é dado por

pe

AN

p

AN

P(O—S)

LV,

P(O—w)

LV, KRA

P(O—sw)

AN

(0—ws)
AN

k,u.ku

— _ kuk
onde Qu,,:nw,—k—Qeww,: L

1
5(9uneu)\ + HMAQVH) -

(D—-1)

1

euuen)\a

1
5(9;“60)1,)\ + eu/\wwi + QV)\W;A/@ + gl/ﬁwp)\)7

1

(D—-1)
WurWe,

1

D -1

1

9#1/8}1)\7

ep,uwl-i)n

———w, 0,
VD —1 o

(3.47)

(3.48)
(3.49)
(3.50)

(3.51)

(3.52)

sao, respectivamente, os operadores de projecao transversal

e longitudinal usuais. A tabela multiplicativa para estes operadores é exibida na Tabela 1.
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Capitulo 4

Propagacao dispersiva do f6ton em
gravidade com derivadas de ordem

superior

4.1 Introducao

E bem sabido que a relatividade geral apresenta divergéncias ultravioletas indoméaveis dentro
do esquema de perturbacao padrao. Em principio, uma maneira de sair dessa dificuldade seria
a construcao de uma teoria na qual estas divergéncias possam ser colocados sob controle. Nesse
sentido, as teorias de gravidade com derivadas de ordem mais alta sao boas candidatas para
isso em geral, uma vez que a presenca dos termos de ordem superior permite domar estas
divergéncias ultravioletas.

A gravidade com derivadas de ordem mais alta, ou seja, o sistema definido pela acao

2R«
S = /d4$\/ —g [? + §R2 + gRZV - ﬁM ) (4.1)

onde k? = 327G, com G sendo a constante de Newton, o e /3 sdo constantes, e Ly a densidade

de Lagrangiana para a materia usual, é renormalizavel [1, 2, 3, 4]; infelizmente, ela é assombrada
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por fantasmas, sendo em consequéncia, nao unitaria. Alids, as teorias com derivadas de ordem
superior sao, em geral, assombradas por fantasmas. Ressaltamos, entretanto, que a presenga
de derivadas de ordem superior em um modelo nao significa que ele deva ser rejeitado. Na
verdade, os sistemas com derivadas de ordem superior podem ser utilizadoa como teorias de
campo efetivas em escalas conhecidas. A gravidade com derivadas de ordem mais alta, por
exemplo, tem sido freqiientemente utilizada em aplicagoes cosmoldgicas interessantes e uteis
[5].

Tendo em mente, por outro lado, que a gravidade com derivadas de ordem mais alta ¢ a iinica
teoria da gravidade que, até agora, é sabidamente renormalizavel, é importante encontrarmos
limites sobre as suas constantes (o and |f3]).

Nosso principal objetivo aqui é obter um limite superior para |3|. Para fazer isso, consi-
deraremos a dispersao de um féton por um campo gravitacional externo fraco, descrito pela
gravidade com derivadas de ordem superior linearizada. Uma vez que o setor R? da teoria nao
contribui em nada para o processo de espalhamento, este método nao pode ser usado para obter
um limite para a constant .

Antes de continuarmos, vamos mostrar que a gravidade de ordem mais alta é unitaria na
escala de energia com a qual vamos lidar neste trabalho. Para fazer isso, faremos uso de um
método pioneiro devido a Veltman [6] que consiste em saturar o propagador com correntes con-
servadas externas e calcular depois disso os residuos nos pélos simples do propagador saturado
acima mencionado. Se os residuos de todos os pdlos sao positivos ou nulos, o modelo é unitario
ao nivel de arvore, mas se pelo menos um dos residuos é negativo, o sistema nao é unitario ao
nivel da arvore. Agora, o propagador relacionado a gravidade em questao é dado no calibre de

de Donder e no espago dos momenta por [7]

1 1 2\ 1 1 1
D = — - \p@yZp) o= | p0=s)
k? k% —m} e o lec m3 k2
4\ 3m? V3m2
- (0—w) 0 P(O—sw) P(O—ws) 4.9
e e ) TR —m) * 4y
onde A é um parametro de calibre, {PM), P2 . PO-ws)l ¢ o conjunto dos operadores de
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Barnes-Rivers usuais, e

4

_@’

2

e (4.3)

2
mgy =

2
My

Estamos assumindo, obviamente, que m3 > 0 (8 < 0) and m3 > 0 (3a + 8 > 0), de modo a
evitar taquions no modelo.

Por outro lado, o propagador saturado no espaco dos momenta, SP(k), é dado por

SP(R) = T (B) D™ (1) T () = 3 — -2 <

TR R—md R —ml

Aqui

T2 T2 T?
A=T: —— B=T? -—,(C="~—.
K 2 3

Vamos supor que k? < m3. Consequentemente,

A C k2

Agora, tendo em mente que, para um graviton sem massa

>0 (veja a Ref. 8),
0
chegamos a conclusao de que
Res(SP)[x2=0 > 0, Res(SP)|p2—pmg > 0.

Portanto, em energias familiares, HDG ¢é unitaria ao nivel de arvore. Como conseqiiéncia, nesta
escala nao precisamos ter medo do fantasma massivo de spin-2 .

O capitulo estd organizado da seguinte forma. Na Secao 2 é encontrada a solucao geral da
gravidade linearizada com derivadas de ordem mais alta gerada por uma particula pontual e

no calibre de Teysssandier [9]. A propagacao de um féton ao nivel de arvore em um campo
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gravitacional de fundo descrito pela gravidade de ordem superior é entao considerado na Secao
3. Observamos que essa propagagao é dispersiva (dependente da energia). Na Segao 4 o médulo
do angulo no qual o espectro visivel seria distribuido no caso de um féton passando perto do
Sol é representado em fungao da constante || e um limite superior para |5| é obtido, o qual
melhora muito o limite disponivel na literatura [10, 11]. Nossas conclusoes sao apresentadas na
Secao 5.

Utilizamos unidades naturais ao longo do capitulo e a métrica de Minkowski ¢é diag (1, -1,

1,-1).

4.2 Solucao geral para as equacoes de campo da gravi-
dade linearizada com derivadas de ordem mais alta
no calibre de Teyssandier

A variagao da acao S com respeito a métrica g,, conduz as equagoes de campo relacionadas

com a gravidade classica com derivadas de ordem mais alta. Efetuando a variagao, obtemos

prontamente
2 gr 1, N
G+ 5 - SR+ ViV R+ 2Ry B = 2 g,00R — OR
a 1 9 1
+3 [ — 59wl + 2RR,, + 29,9V, R — 2, 0R| + 56,, = 0.

onde O, é o tensor energia-momento.
Na aproximagao de campo fraco, ou seja, g, = M, + Khy,, as equagoes de campo anteriores

reduzem-se a

BK? 1 1
LB Ly, L
( 2 F +6/<;

in 1 Rk 1
4 R(l )/’7“” + _(FM,V + FVvH) — Z (TMV - _TnMV>7 (44)

2 3

onde

lin) K v
RN — S0h =Ky,
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1
Y = h/u/ - 577uuh7

_ 6’%2 v /6 K in
Bz (1= 0w = (04 5)3R™ e

Aqui os indices sao levantados (abaixados) com 7 (1,,), € T}, é o tensor energia-momento
da relatividade especial.

A equagao (4.4) é invariante sob a transformacao de coordenadas z* — z# = z* + kA" (z),
que deve ser infinitesimal para evitar inconsisténcias com a equagao g,,, = M + Kkh,. Sob essa

transformacao,

h,ul/ — Buu = h,uz/ - (A,u,zz + Au,,u)u

Yuv — ;y;w = Y — <Au,1/ + Ay,u - nuuA)\,/\)a

R(lin) N R(lin) _ R(lin)’

2
L= D=, - (1- %D) DA, (4.5)

Por outro lado, o calibre de Teyssandier é definido pela condicao subsididria I', = 0 sobre
os potenciais. Vamos, entao, mostrar como este calibre pode ser atigindo, assumindo que
inicialmente I', # 0. Um breve olhar sobre (4.5) mostra claramente que a condigao para o
anulamento de fu pode ser alcangado escolhendo I'), = ( — ’B%D) OJA,. Supondo agora que

esta condicao seja satisfeita, a solugdo geral da equagao (4.4) ¢ dada pela soma algébrica [9, 12]

h;w = hLEy) - ¢nuu + ¢uu7 (46)
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E) ., ~ ~ . . . . . .
onde hfw) ¢é a solugao das equacoes de Einstein linearizadas no calibre de Donder, ou seja,

K TN, Y 1
O = 5|55 = T ] 9 =0, o) =0 = Snun®,

enquanto ¢ and v, satisfazem, respectivamente, as equagoes

K

(D4 m)o="2. (O+m3)v = &[T~ 3Tn], 00 = 0™ (4.7)

12

Estamos prontos para encontrar a solucao geral das equacoes de campo da gravidade linea-
rizada com derivadas de ordem mais elevada tendo como fonte uma particula pontual de massa
M localizada em r = 0. Tendo em conta que o correspondente tensor energia-momento é dado

por T}, = Mn,0n,00°(r), prontamente obtemos
2 (R7.)
By (1) = hiy) (1) + by (r) + by (r), (4.8)
com

Mk Nuv 27] 070
RE) () — R [L _ #_]
o (1) 167l r r ’

Mk 1 e~mor
h(R2) - |: . V]
w 1) = T | 737 )
(R2,) Mk [ 2em2" e " }
h y‘u - - - v 2— v .

O potencial para a gravidade em questao, por sua vez, é dado pela expressao

(4.9)

K 1 1e™mom  4em™mer
“n EV:Z\/[G[———— - ]
2 OO(T) r 3 r + 3 r

que concorda assintoticamente com o potencial Newtoniano. Vale ressaltar que esse potencial

poderia ter sido obtido sem apelar para as equagoes de campo, conforme vimos nos capitulos
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anteriores [7, 13].

4.3 A propagacao dispersiva do fé6ton

Consideramos agora a dispersao de um féton por um campo gravitacional externo fraco, dado
por (4.8).

A amplitude de Feynman para o espalhamento representado na Fig.1 é dada pela

1
M = §/€he§t(k) — NP+ oD P + 2 <mwpxp; — NupPAD,,

—NuADuD,, + mwyppp’>] e'(p)es(p), (4.10)

onde €(p) and €% (p’) sdo os vetores de polarizacdo para os fétons iniciais e finais, respectiva-

mente, os quais satisfazem a relacao de completeza
4 14 12
prp” | phtn” 4 ptnt

> ep)e(p) = - — + , (4.11)

(pn)? pn

r=1

Ap

ext

onde n? = 1. Aqui h.% (k) é o campo gravitacional no espago dos momenta, isto ¢,

hP (k) = / dPre ™ TR’ (r). (4.12)
Portanto,
B (k) = R (1) + WG (1) + hE (1), (4.13)
com
LN (1) = S ML
4k?2 2 k2
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h(R2)IW k) = _F':_
ext ( ) 12 k2 + m(Q)

Figura 4.1: Espalhamento do féton por um campo gravitacional externo. Aqui |p| = |p/|-

A secao de choque transversal nao polarizada pode entao ser escrito como

do
a0 471'2222/\/1

2
1 AMZEA(1 0)? 1 1
_ K (1+ cos®) LI S (4.14)
(47)? 16 k? k%4 m;
onde E é a energia do foton incidente e 6 é o angulo de espalhamento.
Para pequenos angulos (4.14) reduz-se a
d 1 1 2
— 16G2M> [ - ] . 4.15
E2

Este resultado sinaliza um espalhamento dependente da energia.

E facil ver a partir de (4.15) que

mo
E%O Sef—>0,

1)



do — (—4GM>2 se 2y oo
dQ 02 )’ E ’

em outras palavras, se 2 — 0, nao ha dispersao, enquanto que se

m2

# — 00, recupera-

mos a secao de choque transversal padrao de Einstein. Ambos os resultados sao fisicamente
compativeis.

Agora, a fim de chegar a uma trajetéria de particula classica a partir de (4.15), comparamos
as férmulas da segao de choque cldssica e ao nivel drvore [14, 15]
1 E?

_§+E292+m§

do
aQ

__rdr (4.16)

= 16G?*M?
6¢ 0do

Efetuando a integragao descobrimos prontamente que para um féton passando préximo ao

Sol a equacao acima fornece o seguinte resultado

1 1 1 2 62
R L YL A 417
T A CII VAL I R (4.17)

onde Og = 4%M com R e M sendo o raio e a massa do Sol, e \? = ﬁ Aqui ) é uma constante
de integracao. Assim, a propagacao de foténs dentro do contexto da gravidade com derivadas
de ordem superior é dispersiva (dependente da energia). No entanto, pode-se mostrar que, se
|3] < 10%, a constante  pode ser negligenciada para todos os efeitos préaticos, uma vez que tem
um valor extremamente pequeno que nao contribuira para qualquer célculo dentro da precisao

experimental atual [16]. Na préxima secao mostraremos que |3| < 10, Como consequéncia,

vamos omitir a constante acima referida, a partir de agora, em todos os calculos subsequentes.

4.4 Um limite superior para |

Omitindo a constante de integracao de (4.17), podemos calcular a partir da equagao resultante
Ored € Oyioler para diferentes valores de |3|. Os resultados sdo mostrados na Fig. 2.

Um rapido olhar dirigido a Fig. 2 mostra que o comportamento de 0,oq € Oyiolet ¢, €m um
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certo sentido, realmente bizarro. Na verdade, para 61 < log,,|3] < 71, 0,4 desvia-se mais
que Gyiolet €, além disso, ambos os angulos aproximam-se de zero (deflexao gravitacional nula) a
partir de log,, | 3| > 71. No entanto, esta forma peculiar e estranha dos angulos se comportarem
é completamente correta. Na verdade, uma exame superficial da Eq. (4.9) permite concluir que
no ambito desta gravidade a for¢a resultante sobre o féton é a soma de uma for¢a que vem da
teoria de Einstein, que por sinal, é atrativa e constante, mais uma forca devida ao sector wa da
teoria que é repulsivo e depende de |3|. Na verdade, o féton é atraido pelo setor de Einstein e,
simultaneamente, repelido pelo sector Riy. Se a contribuicao do setor de Einstein predomina,
ambos os angulos de deflexao sao iguais a fg, como de costume. Por outro lado, a medida que a
contribuicao devida ao setor wa aumenta, o foton é mais repelido pelo Sol do que atraido por
ele; como consequéncia, o féton se move para fora a partir do Sol e finalmente aproxima-se da
diregao do fotén incidente (ver Fig. 3). Na verdade, o féton vermelho possui uma deflexdo que
¢ menor do que a deflexao do féton violeta se tomarmos como referéncia os fétons espalhados
pelo setor de Einstein pp. Com efeito, uma vez que o féton violeta tem maior energia do que
o vermelho, ele sera repelido mais do que o vermelho. Assim, chegamos a conclusao de que

ered > Hviolet-

®
®

®®®®8QQg

=
3
T
*
* O

0 (arcsec)
I—‘
T
*
* O

Figura 4.2: 6,q (circulo) e Oi0et (asteristico) para raios de luz passando pelo Sol como funcao
de log,o | 8| na gravidade com derivadas de ordem mais alta.

Por conseguinte, no ambito da gravidade em questao o espectro visivel, cujo comprimento
de onda varia de 4000 a 7000 (A), se espalharia em um angulo |Af| = |Oyiolet — Orea|. Vamos,
entao, avaliar |Af| para diferentes valores de || usando a Eq. (4.17) com 2 = 0. Os resultados

sao mostrados na Fig. (4). Uma inspecao rapida deste grafico permite concluir que, para
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Figura 4.3: Angulo de defelxao, respectivamente, para o foton de Einstein, vermelho e violeta,
passando préximos ao Sol no contexto da gravidade com derivadas de ordem mais alta.

61 < logyy|B|l < 71 o espalhamento do espectro visivel seria, a principio, observéivel. Na
verdade, devemos esperar um valor pequeno para |Af| na borda do Sol a fim de nao entrar em
conflito com resultados bem estabelecidos da relatividade geral experimental. Por conseguinte,
se |B] < 10%) o espalhamento do espectro visivel seria praticamente imperceptivel e o angulo
de desvio seria muito proximo ao de Einstein. Assim, chegamos a conclusao de que, a fim de
concordar com os valores medidos para a luz visivel, |3| < 10°!. Ressaltamos que este limite
foi estimado exigindo-se que o espectro visivel fosse praticamente invisivel. Claro que o limite
mencionado seria modificado se tivessemos feito uso de fétons com comprimentos de onda fora

do intervalo de 4000 & 7000 (A).

0.25

0.15 d (]

|28 (arcsec)

0.1

0.05 . .

ol;_._‘_._‘_._?;l—l—l—l—l—l—l;’g_._-_._‘_._‘i

58 59 60 61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 71 72 73
log, ,IBl

Figura 4.4: |Ad| como fungao de log;, |G| para raios de luz passando pelo Sol no contexto da
gravidade com derivadas de ordem mais alta.
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4.5 Consideracoes finais

Mostramos que a gravidade com derivadas de ordem mais alta produz uma propagacao dis-
persiva de fotons. Curiosamente, no processo de espalhamento o féton esta sob a influéncia
simultanea de uma forca gravitacional atrativa e outra repulsiva que funcionam como uma
espécie de cabo-de-guerra. Analisando a contribuicao dependente da energia para os fétons que
passam pelo Sol, foi possivel encontrar um limite superior para a constante |3|. Vamos, entao,
comparar este limite superior com aqueles disponiveis na literatura. Usando as medidas de
Long [17], Stelle [10] encontrou que my &~ 1 x 10~4em~t. Utilizando este valor Donoghue [17]
estimou que |3| < 10™. Dessa forma, nosso limite reduziu o limite aceito para |3| por treze
ordens de magnitude.

Para concluir, mostraremos porque o setor R? da gravidade em questdao nao contribui para
o processo de dispersao. Para fazer isso, calculamos a amplitude de Feynman relacionada ao

setor R?, ou seja,

R2 I @2
M = §f€h§xt) ’(k) [ — N rpPP + NapPPy + 2 (n,wpxp; — NupPAP),
Do), + mwyppp’)] e (p)e (p), (4.18)

onde hgiz)Ap(k) ¢ dado pela Eq. (4.13). Uma répida consulta a (4.13) é suficiente para nos
convencer de que M, é igual a zero. Outra maneira de ver isso é observando que a métrica
relativa a gravidade R + R? linearizada — a teoria obtida por linearizacao das equacoes de
campo relacionadas a agao [ d*z/—g [%R + %RQ — Ly | — € conformalmente relacionada com
a relatividade geral linearizada. Na verdade, se § = 0, obtemos a partir de (4.8) que 1, = 0.

R+R2
hy

Como conseqiiéncia, a Eq. (4.6) se reduz a h,(u}VRQ) = hLEV) — N, onde ) denota a solucao

79



da gravidade linearizada R + R2. Logo,

2 2
= b R

= (1 - ko) <77W + th?)

- (1 - /«p) 9%, (4.19)

onde, é claro, termos da ordem de x? foram desprezados.
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Capitulo 5

A descricao do efeito Casimir através

de potenciais eletromagnéticos

5.1 Introducao

O cendrio vazio subjacente a todos os processos que se desdobram na fisica classica, adqui-
riu uma rica estrutura em teoria quantica de campos. O véacuo ¢é agora apenas um dentre os
possiveis estados acessiveis as entidades elementares desta teoria; os campos. Algumas das
manifestagoes fisicas deste estado sao descritas pelo Efeito Casimir [1, 2, 3, 4], que revelou
fendmenos fisicos tao interessantes como a adesao e o atrito [5] em dispositivos nanoestru-
turados, bem como a criacao de particulas pelo chamado efeito Casimir dinamico [6], para
mencionar apenas alguns. Em todos os casos, as propriedades fisicas dos materiais envolvidos
tem uma influéncia importante sobre os efeitos observados. Do ponto de vista tedrico, temos
a nossa disposicao um conjunto de métodos para lidar com processos onde devem ser levadas
em conta as propriedades realistas dos materiais. Além da teoria de Lifshitz [3, 4], que inclui a
resposta dielétrica macroscopica dos objetos, outro exemplo notével é o acoplamento de poten-
ciais tipo 0 em campos quanticos, que tém sido amplamente utilizado para descrever superficies
semitransparentes em interagao com os campos escalares e fermionicos [3, 7, 8, 9, 10, 11].

Este tipo de descrigao para condi¢oes de contorno suaves e o correspondente propagador do
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foton, que decorrem diretamente de um potencial efetivo, permaneceu elusivo até agora para
o campo eletromagnético, principalmente por causa de sua invariancia de calibre. O modelo
apresentado abaixo supera este desafio e recupera o bem conhecido propagador do féton obtido
por Bordag, Robaschik e Wieczorek [12], no caso limite de condutores perfeitos.

Neste capitulo lidamos com o campo vetorial A, em (14 3) dimensoes, em um espago-tempo
com métrica 7, = diag (+, —, —, —). Nase¢ao II definimos um novo modelo com a Lagrangiana
de Maxwell acrescida de um potencial que descreve uma superficie dielétrica uniaxial tipo-d,
e encontramos a correcao ao propagador do féton livre devido a presenca deste termo. A
interacao entre esta superficie e uma carga pontual é investigada na secao III. Na secao IV
generalizamos o modelo para duas superficies, e encontramos o propagador correspondente. A
energia de Casimir para as duas superficies e calculada na secao V, e a secao VI é dedicada as

nossas consideracgoes finais.

5.2 A modificacao do propagador do féton devido a pre-
senca de uma placa

Para modelar o campo eletromagnético na presenga de uma superficie tipo-0 comegamos im-
pondo, de maneira ad hoc, um termo adicional na Lagrangiana de Maxwell, com a habitual
fixacao de calibre covariant. A partir de agora, e sem perda de generalidade, vamos considerar

3

uma placa semitransparente perpendicular ao eixo z® = z e localizada na posigao a = (0,0, a);

portanto, o vetor normal a superficie é S7 = 'y, e 0 modelo assume a forma

1

2
- 504 - %(%uewﬁwﬂ) 5(z* — a) . (5.1)

2

Note que, tal como estd na Lagrangiana, é o tensor dual do tensor intensidade de campo,

F = %GWQBFW, que é contraido com o vetor normal a superficie.

A constante m > 0, tem dimensao de massa em unidades naturais e é introduzida como uma

medida do grau de transparéncia do espelho. Que ela é uma funcao das propriedades electro-
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magnéticas do material, pode ser claramente visto a partir da sua relagao com a permissividade

elétrica, €/, e permeabilidade magnética inversa, (1 ~1)¥, do modelo (5.1),
ij i, 253 il gl | 02 552
R— 5]+E5($ —a)(60 +0%67)
—1vij i, 253 i3 553
()7 = o¥ —|—E5(LE —a)(6%¢7) . (5.2)

Por conseguinte, as suscetibilidades principais x*, que podem ser lidas na primeira equacao
(5.2), mostram que a Lagrangiana (5.1) descreve uma superficie dielétrica uniaxial. Estes
sao os mesmos tipos de propriedades electromagnéticas utilizados em [13] para analisar placas
semitransparente tipo-0 em uma outra abordagem.

Vale ressaltar que, como o tensor de Levi-Civita é totalmente anti-simétrico, as derivadas

no ultimo termo em (5.1) sdo tomadas apenas no espago paralelo a superficie, isto é;

1 « 2 14 (6% T
(5 Psewan™) = caans ., O AN (5.3

onde deffinimos o operador diferencial 9f = (9°,9',6%,0).
O modelo exibe uma descontinuidade tipo-d no espelho, e a influéncia dessa descontinuidade

nos campos pode ser facilmente entendida a partir da equagoes de movimento,
203
ME,, + —6(x° —a)V, = J, , (5.4)
m

onde,

Vl, = 8O‘Fa,, + 83F31, + 773,,80‘Fa3 . (55)

E este vetor que dita o comportamento dos campos exatamente na fronteira 2> = a. Este

assunto pode ser esclarecido escrevendo a equagao (5.4) para v = 0,1,2,3, o que leva a

2
v |E+ ~o(z* — )| = o,
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2 5 0 2 5
Vx B+ i@t —aBL| = T+ |E+ i - a)E”] (5.6)
onde definimos os vetores perpendicular e paralelo a placa, ou seja, Ej = (E',E%)0), B, =

(0,0, B3).

Usando as equagoes (5.2), obtemos

. o 2
D'=> "E' = D=E+ (' -a)E,
- m
J

| L 2
H’L — Z(,U/ 1)]B] = H — B—|— E(S(:IZB — G)BJ_ 5 (57)
J

de modo que as equagoes (5.6) podem ser reescritas na forma

V.-D=J" | VXH:J—i—aa—]tD (5.8)

Uma vez que os vetores de polarizacao e de magnetizacao sao definidos por D = E+ P and

H = B — M, respectivamente , a partir de (5.8), vemos que
P 25— a)B , M=—25("—a)B (5.9)
- m [ - m 1 .

mostrando que as descontinuidades tipo-d estao inteiramente contidas nos vetores de polarizacao
e magnetizacao, definidos apenas sobre a placa.

Apesar da descontinuidade tipo-0 o propagador é bem definido em todo o espago, como
veremos. Isto estd intimamente relacionado com a auséncia de qualquer tipo de condicao de
limite ad hoc, no sentido de que nao requeremos qualquer restricao sobre os campos de calibre
para descrever a superficie do material. O novo termo em (5.1) é suficiente para definir as

condicoes necessdrias em x°

= a. A mesma abordagem foi utilizada em [14] onde os autores
partem de uma acgao que inclui um termo de interacao acoplando o campo de calibre ao espelho
sem recorrer a condigoes de contorno ad-hoc, embora nao tenham encontrado o propagador do

foton.
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Definindo o calibre de Feynman (§ = 1) em (5.1), e escrevendo a Lagrangiana na forma

quadratica, podemos encontrar o operador que estamos interessados,
1 "
;C - §AMO AV
1 v 2 3 nz w v
= §Au 0 + p— 6(z” — a)(n™'0y — 0/ 0)) | Au (5.10)

onde D” = 8|T‘(9Ha.
Por uma questao de simplicidade nos calculos que se seguem, vamos dividir o operador

diferencial acima em duas partes:
o = OO L AOW | (5.11)
onde,

OO _ O,

A0 = % §(2* —a) (O — 9,9)) - (5.12)

Também vamos escrever G(O* para o propagador do féton livre que, no espaco de coordenadas,
¢ definido pela relagio OO (2)GO (z,y) = n,6@ (z — y).

Tal como no caso do campo escalar [15], o propagador do féton G*(z, y), modificado devido
a presenga do espelho, ou o operador que inverte (5.11), pode ser escrito de maneira recursiva

na forma integral como,

Gu(z,y) = GO(z,y)

1%

— [ G ()20 ()G ) (5.13)
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O que ¢ facilmente verificado aplicando-se o operador (5.11) na expressao (5.13).
Por conveniéncia, vamos tomar a transformada de Fourier das fun¢oes de Green nas coor-

denadas paralelas ao espelho, a fim de obter as fun¢oes de Green reduzidas a partir de,

a ( ): dng G (3 3. ) —ipy (z—y)) (5 14)
uv ‘/L‘?y (27T)3 22 x 7y 7p|| € ° N

Com a equacao acima, o propagador reduzido do féton livre é facilmente encontrado como,

dp? e’ (@)
g(?/)(x37y3;p) = N u/——
’ VT T ) o =P
—olz3—y3|
e
= N 90 ) (5.15)

onde definimos o = —pﬁ.

Substituindo a dltima defini¢ao de (5.12) em (5.13), transformando o resultado de acordo
com (5.14) e usando (5.15), apds algumas integragoes encontramos a propagador modificado do

féton que estamos buscando,

I 9 p’Yp —olad—y3|
e 5 9 1Pl €
5 + —mg,w(x ca; p))pj (m), —

Guw (@, v%p) = N (5.16)

pﬁ 200
onde definimos n* = n** + n**n** and pﬁ = (p°, p', p%,0).

Neste ponto o calculo torna-se sutil porque o propagador acima ainda é definido de forma
recursiva. E possivel contornar esta dificuldade explorando o fato de que ele exibe explicita-
mente a sua dependéncia em relagao a posicao das placas, de modo que podemos escrever o
propagador de um ponto arbitrario até a posicao da superficie y® = a, e isolar os termos que o

contém, o que nos permite escrever

1 PP e—ole’~al
3 . 2 140y _
g;w(x ,a,pH) [77711 — _mUpH <n”z - Pﬁ >] = nuyT . (5.17)
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Multiplicando ambos os lados pelo operador que inverte o termo entre colchetes, obtemos

~ola®~al 1 2w
€ o v
guz/(:c?’, CLSPH) = T [?7;“, — Em <77|lw — Zﬁ . (5.18)

Substituindo (5.18) em (5.15) e usando (5.14), o propagador modificado do féton, devido a

presenca dos espelhos, assume a forma

Guula,y) = / dipy | eVl demolemetie £ pyp,
wAT: Y (2m)3 ™5, 2 m+ o My pﬁ

x e~ PIE=y) (5.19)

Salientamos que este propagador é continuo e bem definido em todo o espago, como pode
ser facilmente visto. Como uma verificacao importante note que, ao colocar uma das placas
no infinito no propagador que descreve o efeito Casimir para condutores perfeitos, obtido em
[12], obtemos o propagador (5.19) com m = 0 (apds a transformacao I" = io apenas para fazer
a notagdo equivalente). Esta validagao fundamental mostra que ambos os propagadores sao o
mesmo no limite adequado de um tnico condutor perfeito.

O primeiro termo do lado direito da expressao acima é apenas o propagador usual do féton.
A correccao vem do segundo termo, mas uma vez que ele nao depende apenas da distancia entre
dois pontos, mas também da posicao do espelho, esta anisotropia nos impede de transformar
o propagador para o espago dos momenta, como de costume. Para superar esta dificuldade e
verificar se este novo propagador goza das propriedades desejadas, podemos recorrer a fontes
externas cldssicas para descrever cargas pontuais [16] ao invés do método de espalhamento,

assim com foi feito no primeiro capitulo.

5.3 O método das imagens

Nesta seccao, mostramos como o propagador acima leva a interaccao correcta entre uma carga

estatica e um espelho plano [17], explorando a expressao para a energia total do sistema em
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termos do funcional gerador das fungoes de Green conexas, isto é,

T—00 2

~ lim & / iz / dhy JH@) G (2, 9) T () (5.20)
A presenga de uma carga pontual é descrita por uma fonte externa [16]
JMz) = g6 (x — b) . (5.21)

onde b é um vetor constante descrevendo a posi¢ao da carga que serd tomada como b = (0,0, b),
por uma questao de simplicidade.

Substituindo a corrente (5.21) em (5.20) e integrando a fungao delta, obtemos

T/2 0 d2p|| 0

Observando que o primeiro termo do lado direito da Eq.(5.19) é apenas o propagador livre
e, portanto, nao contribui para a energia de interagao entre o eespelho e a carga (este termo
nao depende a distancia entre o espelho e a carga, ele estd presente mesmo na auséncia do

espelho e descreve a auto-energia da carga), podemos usar a parte restante do propagador para

d? p e—QJ\b—a\

m—+ o

escrever a Eq.(5.22) como,

A expressao acima é a forma de energia de interacao entre uma carga estatica ¢, localizado
em b = (0,0,0), e o espelho. Definindo R = |b — a|, mudando para coordenadas polares e

usando o operador diferencial, obtemos

drdf re 2t

Epi(R,m) — ——/

)? m+r
2 oo —2rR
q° 0 e
= —— d . .24
167raR/ {—— (5:24)

Esta expressao pode ser escrita em uma forma conveniente efetuando a mudanca de variavel
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s =7r-+m, afim de que

2 o] —2sR
q a 2mR €
Bt = ——= : 2
ot 167?8R<€ / ds S ) (5.25)

A integral acima é a conhecida fungao integral exponencial Ei(u,v) [18]. Sendo assim,

podemos escrever a energia como,

20
Eint(Ram) = 1%—71_@ [€2mR Ei(l,QmR)]
¢ 2mR
167TR[ 2mRe*™" Fi(1,2mR)]

(5.26)

A Eq.(5.26) é o resultado exato para a energia de interacdo de uma carga pontual e uma
superficie parcialmente refletiva, descrita pelo modelo (5.1). O segundo termo na segunda
linha representa a correcao devido a refletividade parcial. Este termo desaparece no limite
m — 0, o que corresponde ao campo submetido as condig¢oes limites impostas por uma placa

perfeitamente condutora. Neste caso, a energia (5.26) fica

q2

" 167R

gliinm Emt(R,m) = (5.27)
Portanto, a Lagrangiana (5.1) descreve exatamente a interacado obtida pelo método das
imagens no limite de um espelho perfeito. No caso oposto, quando m — oo, a energia (5.26)
vai a zero conforme o esperado. Além disso, para uma distancia fixa R, ela diminui quanto m
aumenta.
O comportamento da energia como uma func¢ao da distancia R pode ser visto na Fig.(5.1),
onde se mostra um grafico da Eq.(5.26) para dois valores diferentes de m.

A forca entre o espelho e a carga é;

0
F = _ﬁElnt<R7 TTl)
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q2

" 167R

1 —2mR+ (2mR)*e*™ Ei(1,2mR)|.
(5.28)

Observe que esta expressao é monotonica em R e m, e é sempre negativa, o que denota uma

forca atrativa.

0.0025 0.0050 0.0075 0.0100
1 1 1 1

Figura 5.1: Energia de interacdo como fungao da distancia, Eq.(5.26), para ¢ = 1, m = 10
(linha pontilhada) e m = 0 (linha sélida).

5.4 A modificacao do propagador do fé6ton entre duas
placas

Fazendo uma generalizacao trivial para duas superficies paralelas localizados nas posicoes a; =

3

(0,0,a;), i = 1,2, e perpendiculares ao eixo z°, o modelo assume a forma

2
L= — i(F) ~ 5,(04) Z b (%Sﬂewgﬁw) 0(z® —ay) (5.29)

onde o vetor normal & superficie é S* = 7/, apenas por causa da configuracao adoptada para

as placas. Obviamente, isso nao implica em qualquer perda de generalidade. Aqui também
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definimos % = &, por conveniéncia nos calculos a seguir.

Neste caso temos que,

2
= 4y % 5(2® — ap) (5151 + 51267%) |

k=1
2
()i = 64y % 5(x® — az)(5°67%) . (5.30)
k=1

E porcedendo de forma inteiramente andloga ao caso anterior de uma tnica placa, obtemos o

propagador reduzido com um termo a mais

PPy
G (@ y% ) = GO % p +Z Gy (2°, a; py))p] (nw— ”p )gffoy ai, y°*; 14)-31)

i=1 I

Na Eq.(5.31), escrevendo o propagador de um ponto arbitrario até a posigao da superficie

como no caso anterior, tomando y3 = a;, NOs permite escrever a equagao matricial,

2
Y Guo(@®,aisp) (M) s = G (0%, aj5p)) - (5.32)
i=1

onde,

1 p||p||
o o i o 0
(Mij)°x =1\ 0ij — Z b pﬁ (Uﬂ/ p” > Qiﬁ(al, aj;py) - (5.33)
i=1

Como o lado direito da Eq.(5.32) é apenas o propagador livre, podemos descobrir o propa-
gador corrigido multiplicando ambos os lados desta equacao pelo inverso da matriz (M ;)%

que pode ser encontrada a partir da relagao,

2
Z(M(ij))UA (MG}C))AT =0 7 . (5.34)
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Esta matriz pode ser escrita apropriadamente para nossos propésitos como,

B Bjx piD)
M =t 5 + 2 AT 5.35
( (]k)) 7 Ojk W) - pﬁ (5.35)
onde os elementos da matriz B, que é uma matriz 2x2, sao
2 4
Py papig P —2
B - 1—e"),
do, 4 e
wii .
By = — e it (5.36)

e onde fizemos as seguintes defini¢oes, por conveniéncia notacional: a = |a; — asl e

2 4
pap; Hap p
Wp) = [1- Y = ) L1 Jh2 I 5 exp(—20a) . (5.37)
4o 160

4o

Multiplicando ambos os lados da equagao (5.32) por (/\/l(_j}g))AT e redefinindo os indices,
depois de algumas manipulagoes algébricas, obtemos a funcao de Green reduzida aparece no

lado direito da Eq.(5.31) em fungao do propagador do féton livre,
2
G (2%, ai5p)) = Z Q (z* CL],p”)(/\/l(_ﬁ))T7 . (5.38)
7=1
Substituindo a expressao (5.38) em (5.31), encontramos

G2 y%pp) = GO v )

2

Y O
Hi é . —1\7 o pHp” .
+ DD 5 Gt agp) (M) (nn7 —F G (i, y*; p5.39)

i=1 j=1

Transformando (5.39) de acordo com (5.14) obtemos a forma final do propagador do féton,

corrigido devido a presenca das placas

2

d3p” 6—0|333—y3| 10 6_0(|13_ai|+‘y3_aj‘) T
G v 3 = v _Z ij 9

94



PPl .
X (nw— ';2” >] e~ (5.40)
[

onde

2 2

1 o .U‘QPH H«lp” _oa
% 4o

T = . (5.41)
2 2
2P| _ga 1_M1pll
40 4o

O propagador (5.40) é continuo e bem definido em todo o espago, como pode ser facilmente
visto. O primeiro termo do seu lado direito é apenas o propagador usual do foton, GW (x,y).
A corregao vem inteiramente do segundo termo, que vamos escrever como AG,, (z,y) de agora

em diante, isto é

2 —o(|x —a1\+|y —aj]) ’7' pH p”V )
AGMV(x7 y) = / Z % W )p” (’)7“1/ — ;2 e Pl (ﬂﬂl\ _16842)

(py i

E importante ressaltar o fato de que, tomando o caso limite no qual yy = py — o0, o
propagador (5.40) torna-se o mesmo que o obtido por Bordag , Robaschik e Wieczorek em [12],
para condutores perfeitos. Isso também esclarece a forma como os parametros j; medem o
grau de transparéncia dos espelhos, ou seja, chegamos ao limite de condutores perfeitos quando
p; — oo. Por outro lado, tomando g3 = 0 (ou ps = 0) obtemos o mesmo propagador na
presenca de uma Unica superficie obtido anteriormente. Estas sao, obviamente, as conclusoes

mais importantes para a validagao do modelo.

5.5 A energia de Casimir

A densidade de Hamiltoniana correspondente a Lagrangiana (5.29) é

2

3
H o= (80 )(DoA") + (0,4 Z 3(x* — a;)(0°A,)
7=1
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3
X | P 0, (D0AL) + > P (054, (5.43)

j=1

onde definimos Pagyr = €304 €3,r "5 DOT conveniéncia. A energia é encontrado através da
integracao da expressao acima ao longo de todo espaco. Para tornar essa integragao viavel,

vamos empregar a regularizacdo por separagao de pontos, a fim de obter

1
E(py, p2) = /dsx lim —3 iG (2!, )

' —x

2
o — (" dy+ Y Lo~ aiYP" 0, 0" ) (00 — )
i=1

. : 2

= _3 H 3 (4) 3« 1 1 v & 3\ )
Qny/dXCS (0)+/dxxl,1gnxz(n 8o+;25(m a;)P Opa)

X (0y — 0py) Gu(a',x) . (5.44)

A Eq.(5.44) é a energia total do sistema descrito pelo modelo (5.29). Como estamos inte-
ressados apenas na energia de interacao entre as duas placas, devemos subtrair dessa energia
total (5.44) a energia no vacuo do campo livre, Ey; ou seja, a energia no vacuo do campo ele-
tromagnético sem as placas. Esta pode ser facilmente calculada removendo-se as duas placas,
basta tomar py = pue = 0 na Eq.(5.44); isto é

Ey=E(u1 =0, =0) = L n“u/d?’x sW(0) + /d3x lim 5 77“ 00(0o — 0}) Gfg,)(x’,x)(5.45)

2 ' —x

De modo que a energia restante fica

N | .

Blu.p) ~ By = 5 [ dxlim n"o0 - )

' —x

. 2
AG,, (2, ) + % /d3x lim Z% z® — a;)P",0"(0g — 9)) Guu(a',x) . (5.46)

' —x

Da mesma forma, precisamos remover as auto-energias F, e Fy das proprias placas; eles sao

By = E(u #0,u; =0)— Ey
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' —x

— / d*x i lim [nwagAGEjg(x',xH %5(x3—ai)P“”op(‘?o@pGuy(x’,x) . (5.47)

onde AGEZ?,(ZU/ ,x) representa o termo de corre¢ao no propagador (5.40), na auséncia da placa

correspondente a fi;; isto €,

AG/(}u)(x/a {L') = AGMV(I‘/7$; M1, o = 0)
AGLQV)(xl, CC) = AGuu(mlw'E; p1 =0, MQ)

A energia na qual estamos interessado é E;,,; = [E(p1, p2) — Eo] — Ey — Es. Usando (5.45),

(5.46) e (5.47), esta assume a forma,

' —x

B = / d*x i lim [agn“”(AGm,x;m,m)—AGEB@’,@—AGS,)(as',x))

+ Y % 5(z* — ay) (agnﬂw _ aoaﬁLUOV) (AGW(x/, ) — AGY (o, x))] L (5.48)

=1

Depois de extensos calculos, onde devemos fazer uma rotagao para o espaco Euclidiano e
transformar o resultado para coordenadas esféricas, precisamos ainda de uma ultima trans-
formacao de coordenadas, ca — u, para colocar a expressao acima em uma forma adequada

para andlise numérica. Dividindo pela drea das placas, A = [ d2x||, o resultado final é o

seguinte:
Eint
gm =
' A
00 Hp2 _ —2u
S / du ut| — 2 B 2 +(M1+M2)+ 20 u[l (1+w)e ]
3n2a® J, 2u(da + upy)  2u(da + ups) SuaH (u)
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I 1 (13 + 113) + (1 + p2) (3= ppte)

da(da +upy)  4a(da + ups) 16a?H (u)

1 [e.e]
- du ut
3m2a? /0 w

e 2 (2 — 1ol + Mz)) e 2
16a?H (u)

_|_

(5.49)

onde

U1 M2 Hif2 o
H(u) = (1 + Eu) (1 + Eu) ~ T6a? u” exp(—2u) . (5.50)

A densidade finita de energia por unidade de area (5.49) é o resultado exato na forma
integral para a energia de interagao entre espelhos dielétricos uniaxiais, com propriedades ele-
tromagnéticas descritas pelas relagdes (5.30). Como esperado, no limite p; = ps — oo, essa
energia se torna a energia Casimir habitual entre placas condutoras perfeitas. O seu comporta-
mento como uma func¢ao da distancia a pode ser visto na Fig.5.2, onde mostramos um grafico
da Eq.(5.49) para trés valores diferentes de p quando as placas sao iguais; isto é, quando
i = py = po. Observe também que, para um valor fixo da distancia a, a energia aumenta

monotonicamente quanto p cresce, e que é sempre negativa, caracterizando uma forca atrativa.

Figura 5.2: Energia de interagao como fungao da distancia, Eq.(5.49), para placas similares,
i = i1 = pe. Da esquerda para a direita, u = 0.4 (linha ponto-trago), u = 1 (linha tracejada)
e u — oo (linha sélida). Esta ultima corresponde a condutores perfeitos.
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Um fato notével ocorre quando consideramos placas com diferentes valores de ;. Neste
caso, podemos encontrar duas configuracoes diferentes para as quais suas respectivas curvas,
correspondo as interagoes entre os espelhos, interceptam uma a outra. Este comportamento
pode ser observado na Fig.5.3, onde tracamos a forca entre dois conjuntos diferentes de espelhos
paralelos, um dos quais tem diferentes valores de u; para cada placa. Nessa situacao, o par
de placas similares (3 = po) tem a interac¢do mais forte em pequenas distancias, mas uma

atrac¢ao mais fraca do que o conjunto de placas diferentes (11 # po) a distancias maiores.

0.30 0.35 0.40 0.45 0.50
1 1 1 1

-0.1 4

-0.2

-0.3 4

_0.5 -

-0.6

-0.7

Figura 5.3: A forca entre dois pares diferentes de placas como uma funcao da distancia a, em
unidades naturais: p; = g = 0.4 (linha pontilhada=F;), p; = 0.5 e us — oo (linha sélida
=F5).

Este efeito também pode ser compreendido na Fig.5.4, onde tracamos a diferencga das forcas

correspondentes aos dois pares de espelhos na Fig.5.3.

5.6 Consideracoes finais

Como vimos acima, a descricao de fronteiras dielétricas uniaxiais pode ser formulada com
sucesso por meio de potenciais eletromagnéticos. Também mostramos que a modificacao no
propagador do féton devido a estas condigoes de contorno pode ser calculada exatamente, e que

este novo propagador se reduz ao correspondente propagador do féton para espelhos perfeitos,
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Figura 5.4: The difference of the forces (F = F; — Fy) between the two pairs of mirrors in
Fig.??, as a function of the distance a.

no limite apropriado. Com a funcao de Green corrigida, obtivemos a energia de interacao
entre as placas. A integral descrevendo esta interagdo nao pode ser resolvida exatamente,
mas foi escrita em uma forma adequada para andalise numérica. O grafico da energia como
uma funcao da distancia exibiu o comportamento esperado para espelhos semelhantes, e uma
particularidade notavel para conjuntos de placas diferentes.

Um aspecto nao menos importante do método exposto neste capitulo, é que as propriedades
eletromagnéticas de cada superficie tipo-d sao inteiramente descritas por um parametro cons-
tante, e as Unicas varidveis observaveis necessarias para definir completamente esta constante
sao a permissividade elétrica e a permeabilidade magnética do material. Este recurso libera os
calculos de dificuldades relacionadas a modelos especificos, utilizados para descrever cada tipo
de material, nos fornecendo um método de calculo direto.

Além disso, um outro ponto interessante que pode ser levantado a partir destes resultados,
¢ a possibilidade de uma descricao mais abrangente que inclua diferentes materiais por meio
de potenciais electromagnéticos. Isso pode ser conseguido com uma generalizacao do modelo
(5.29), de tal maneira que a restricao (5.30) seja excluida. A inclusao de cargas livres no

modelo, o que possibilitaria a descricao de condutores com propriedades reais, é outro desafio
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que merece atencao, embora neste caso a dispersao relacionada com a condutividade do material

possa impor um tratamento muito mais laborioso.
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Capitulo 6

Consideracoes Finais

No primeiro capitulo deste trabalho efetuamos o célculo da energia potencial entre particulas,
em um espaco D-dimensional, com o emprego de fontes externas tipo-0. Também obtivemos
uma relagao simples que nos permite encontrar a amplitude de Feynman nao relativistica de
forma bastante direta. Dois modelos em particular foram estudados: a eletrodinamica de Lee-
Wick e o modelo dos parafétons. As expressoes encontradas nos permitiram concluir que,
somente para as dimensoes D = 2,3 e 4, as derivadas de mais alta ordem no modelo de Lee-
Wick tornam o potencial finito na origem. No caso dos parafétons, mostramos como generalizar
o método para o caso de um dupleto de campos e correntes.

Apresentamos abaixo possiveis extensoes deste trabalho.

1. Construgao de uma prescri¢ao para o calculo de modelos eletromagnéticos D- dimensionais

a partir dos correspondentes sistemas escalares [1].
2. Limites cldssico e quantico para a particula pesada de Lee-wick [2].

3. Extensao do método abordado no primeiro capitulo para sistemas onde a corrente externa

nao é consevada [3].

No segundo capitulo construimos uma prescricao, mutatis mutandis, semelhante aquela enfo-

cada no primeiro capitulo, para o calculo do potencial D-dimensional de modelos gravitacio-
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nais. No caso de modelos gravitacionais com derivadas de ordem mais alta em D-dimensoes
encontrou-se, utizando-se este método, que somente em D = 4 a gravidade geral com derivadas
de ordem mais alta possui energia finita na origem. Verificamos ainda que dois modelos com
parametros especificos apresentam a mesma propriedade, os casos nos quais: D =5 (a = —% B,)
assim como para D = 6 (o = —213).

Uma interessante continuacao deste trabalho seria extendeé-lo para o caso de teorias de
ordem superior super-renormalizéveis.

O terceiro capitulo foi dedicado ao estudo da propagacao de fétons em um campo gravita-
cional de fundo, descrito com o modelo geral de gravidade com derivadas de mais alta ordem.
Nele ficou demonstrado que esta gravidade produz uma propagacao dispersiva dos fétons, e que
o processo de espalhamento do féton é influenciado simultaneamente por uma forca atrativa e
outra repulsiva. Encontramos também um limite superior para a constante 3 que é treze ordens
de magnitude menor que o limite encontrado previamente na literatura, |3| < 105, Outro fato
interesante mostrado nestre capitulo foi que o setor R? desta gravidade nao contribui para o
processo de dispersao.

Seria interessante verificar se os modelos gravitacionais de ordem superior obedecem uma
conjuntura que apareceu recentemente na literatura: “Teorias gravitacionais quanticas de ordem
superior quadri-demensionais, sao nao unitarias e possuem energia potencial finita na origem”
[4].

No 1ltimo capitulo foi proposto um modelo analitico capaz de descrever a interacao entre o
campo eletromagnético e superficies dielétricas uniaxiais, por meio do acoplamento de potenciais
tipo-d, e encontramos os propagadores do foton corrigidos devido a presenca de uma ou duas
placas. Verificamos ainda que estes propagadores se reduzem aos bem conhecidos propagadores
para espelhos perfeitos, no limite apropriado do parametro fenomenolégico que caracteriza as
propriedades eletromagnéticas dos materiais. Sendo assim, o modelo generaliza ainda mais a
descricao de condicoes de contorno e ao mesmo tempo nos livra das usuais restrigoes impostas
de maneira ad hoc sobre os propagadores.

Com as fungoes de Green corrigidas foi possivel calcular a energia de interacao entre uma
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carga elétrica, descrita por uma fonte externa tipo-6 e um espelho semitransparente descrito
por um potencial tipo-9, levando a descri¢ao classica do método das imagens. Generalizando
o modelo para duas placas encontramos a energia de Casimir, que exibiu uma particularidade
notavel em um sistema composto por duas placas diferentes.

Uma perspectiva interessante é a generalizacao deste modelo, de forma que seja possivel
incluir cargas livres no material, possibilitando também a descricao de condutores reais; com
condutividade finita. Isso requer a descrigao de sistemas dissipativos com métodos analiticos,
o que normalmente implica na introducao de lagrangianas que dependem explicitamente do
tempo.

Todavia, com a proposta de Galley [5], é possivel introduzir um formalismo analitico para
sistemas dissipativos com lagrangianas que dependem somente das varidveis dinamicas e dos
momentos generalizados. Depois de seu trabalho, verificou-se que sua proposta para o trata-
mento de sistemas dissipativos era uma extensao do chamado Termalfield Dynamics, médodo
amplamente empregado no estudo de sistemas a temperatura finita. Nesse formalismo, o espaco
de fase deve ser duplicado, com variaveis auxiliares. Apds a obtencao das equacgoes de movi-
mento e das quantidades fisica pertinentes, deve-se tomar o limite destas varidveis tendendo a
Zero.

Estendendo os métodos expostos aqui com o procedimento de Galley podemos descrever
analiticamente tanto condutores como a magnetohidrodinamica. Para isso, iniciamos com
a lagrangiana de Maxwell £, = —iF WF, — J'A,, onde A* é o campo eletromagnético,
Fr = 9grAY — 0¥ A*, o correspondente tensor intensidade de campo e J* a densidade de cor-
rente. Pelo procedimento de Galley, dobramos agora o espaco de fase, com um novo campo de
natureza vetorial B*, e seu correspondente tensor intensidade de campo V#* = 9FV?Y — 9"V H.

A lagrangiana para o novo sistema sera

1 1
L= = P Fyy ot VIV = JF A+ TV, + AL (6.1)

106



onde definimos covenientemente,

AL = —o(An — vy Fiw Y ‘g Vi

(6.2)
sendo o um parametro de natureza escalar e u”¥ um quadrivetor cuja interpretacao sera escla-
recida mais adiante.

Com as definig¢oes

RM = AM — H Su:AH+V“
’ 2
R =0*R" — O"RF |, SH =0MSY — 9V SH (6.3)
podemos escrever a equagao (6.1) na forma compacta
1 nz m v
L= —§R Sy — o RS u (6.4)

Pelo procedimento de Galley, podemos aplicar a equagao de Euler-Lagrange em (6.1) tanto
nas variaveis A" quanto nas variaveis V* e depois tomar o limite V# — A*. O resultado, em
ambos 0s casos, é

O F*® = JP 4+ o F8u” (6.5)

Podemos também tomar a equagao de Euler-Lagrange em (6.4) para a varidvel R*, o resul-
tado é o mesmo, ou seja, a equagao (6.5)

Se considerarmos um referencial no qual o é constante e uniforme e u* = 7', obtemos

OE

que sao as equacoes de Maxwell em um meio condutor estacionario, de condutividade o.

No caso geral, para um vetor u* qualquer, temos

E
V-E=J"+0E -u , VxB:%—t+J+a(E+uxB) (6.7)
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Podemos assim interpretar o como sendo a condutividade de um meio material e u* como sendo
a quadrivelocidade de um elemento infinitesimal desse meio. Quando o meio esta em repouso,
a quadrvelocidade de qualquer elemento é u* = n#°, e temos a conhecida situacao descrita em
(6.6). Quando o meio estd em movimento, temos o caso descrito por (6.7). Se o meio estd
em movimento como um todo, u tera o mesmo valor em todos os pontos do espaco. Se cada
elemento infinitesimal estiver com uma velocidade diferente, u dependera de posicao.

As equagoes da magnetohidrodinamica podem ser obtidas combinando-se as equagoes (6.7).
Tomamos inicialmente o rotacional da segunda delas, usamos o fato de que VxVx = VV.—-V?

e as equacoes de Maxwell sem fontes, de modo a escrever

9B _ ) 0*B

Na auséncia de fontes externas, temos que J = 0. Para campos que nao variam muito com

o tempo, podemos aproximar 9°B/0t? = ( e escrever

0B

il (uxB) + = vZB (6.9)

que é a bem conhecida equagao da magnetohidrodinamica.

Se for possivel aplicar o mesmo método utilizado na obtencao do propagador dos parafétons
no dupleto descrito em (1), em conjunto com fontes e potenciais externos tipo-d, alcan¢aremos
uma descricao muito abrangente de sistemas dissipativos em interacao com o campo eletro-

magnético.
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